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mk 


引 


一 般 拓扑 学 形成 一 个 有 机 联系 的 理论 整体 那 还 只 是 半 个 世纪 
以 来 的 事情 ; 但 它 是 可 以 追溯 到 古代 的 人 们 思想 发 展 的 必然 结果 ， 

当 希 腊 数 学 家 企图 将 数 的 概念 精确 化 的 时 候 ， 极 限 与 连续 的 
概念 就 摆 到 了 他 们 而 前 、 然 而 , 为 了 澄清 收敛 序列 .收敛 级 数 和 连 
续 函 数 的 概念 ， 尚 需 等 待 Qanohy(1821) 和 Abel(1823) 的 著作 问 
世 . 

到 了 Riemann(1851) 的 时 代 , 框架 更 为 扩大 ; 在 Riemann 的 
晋级 论文 < 论 作 为 儿 何 学 基础 的 假设 > 中 ， 他 拟 就 了 一 个 辉煌 的 大 
纲 , 即 研究 < 多 次 扩大 的 度量 的 一 般 概 念 >; 这 里 不 仅 是 扩张 到 任意 
维 的 流 形 , 并 且 也 包括 了 函数 空间 和 集合 空间 ， 

但 是 如 果 不 具 备 对 实 直 线 (Pedekind) 和 对 数值 函数 
CRiemann，Weierstrass) 的 良好 知识 ， 尤 其 是 缺乏 一 种 既 精 确 而 
又 一 般 的 语言 , 这样 一 个 大 纲 是 不 可 能 实现 的 ， Cantor(1873) 创 
造 了 这 种 语言 , 从 而 打开 了 通 向 新 世界 的 大 门 ; 

一 个 英雄 芋 出 、 硕果 累累 的 时 代 由 此 开始 . 尽管 有 对 新 观念 
持 异 议 的 数学 家 的 反对 ， 新 发 现 却 层出不穷 ， 特 别 是 在 法 国 
(Poincaré, Hadamard，Borel]，Baire，Lebesgte) 和 德国 (Klein, 
Mittag--Le 人 fler).， 人 们 由 此 迅速 地 对 曲线 的 汕 数 进行 了 研究 , 并 
创立 了 实现 Riemann 大 细 第 一 步 的 泛 函 分 析 (Ascoli, Volterra, 
Hilbert). 


然而 ， 这 再 次 显示 了 需要 与 这 类 研究 相 适 应 的 某 种 语言 和 杠 
架 ， 由 Fréchet 定义 的 距离 空间 为 研究 一 致 连续 和 一 致 收敛 提供 
了 一 种 基本 工具 ， 它 对 于 研究 拓扑 结构 来 说 ， 使 用 也 很 方便 . 
Hausdor 人 f 从 众多 的 公理 中 提炼 出 一 个 简单 的 公理 体系 ， 这 一 体 
系 已 成 为 目前 的 一 般 拓 扑 学 的 基石 。 Banach 在 赋 范 向 量 空间 的 
框架 中 创造 了 一 些 其 重要 性 不 断 增 长 的 工具 ， 从 而 奠定 了 泛 函 分 
析 的 基础 

我 们 对 一 般 拓 扑 学 的 学 习 将 从 对 实 直线 的 初等 学 习 开始 ;一 
般 拓扑 学 的 现代 研究 并 未 减少 这 样 做 的 重要 性 ， 实 直线 上 的 定义 
和 性 质 都 将 在 一 种 可 直接 推广 到 任意 拓扑 空间 的 形式 下 陈述 ; 因 
此 ,在 这 个 框架 下 ,我们 将 可 研究 大 部 分 拓扑 性 质 . 

一 个 拓扑 空间 可 以 是 一 条 曲线 ,一 张 有 曲面 , 也 可 以 是 一 个 曲线 
空间 , 一 个 函数 空间 .因此 ,我 们 将 给 出 的 每 一 陈述 都 概括 了 一 大 
类 特殊 的 陈述 , 以 致 可 应 用 于 大 量 问题 .不 过 , 人 们 将 只 是 逐步 地 
发 现在 分 析 中 和 在 几何 中 的 应 用 的 大 量变 化 . 

将 用 众多 的 例子 来 说 明定 义 和 定 理 ， 而 某 些 陈述 则 只 是 到 后 
面 才 指 出 它们 的 来 由 ,因此 ,在 学 习 一 般 拓扑 学 的 时 候 ， 要 求 读者 
先 相信 它 , 这 样 才能 比较 容易 地 体会 这 一 理论 的 内 在 的 完美 ， 


I. 直线 民 上 的 拓扑 


1. 开 集 、 闭 集 、 邻 域 .集合 的 界 


我 们 不 准备 回顾 在 第 三 章 已 经 给 出 的 实数 集 民 的 定义 ”. 


实数 集 尺 的 定义 可 从 自然 数 集 代 出 发 来 给 出 。 在 时 上 引入 加 法 运算 ,为 使 加 
法 有 遂 运 算 ，N 就 扩充 为 整数 集 工 再 在 世上 引入 莱 法 运算 ， 为 使 习 法 有 送 运 算 ，, 世 又 
扩充 为 有 理 数 集 侈 。 最 后 ,再 把 @ 扩 充 , 要 求 它 满足 连续 性 公理 ; 有 上 界 的 集合 必定 有 
上 确 界 , 那 末 上 @ 就 被 扩充 为 展 , 

至 于 自然 数 集 凡 可 用 Peano 公理 定义 : DN 二 9; 2) 存 在 映射 S; N->N( 即 “m-> 
% 二 了), 且 加 中 n=>3(m) 了 8(n); 3) 存在 1ENVS (CN); 人 NN 为 满足 耻 , 0), 引 的 最 小 
集 . 一 一 译 者 注 


和 2 全 


定义 11 我 们 称 民 的 子 集 4 是 开 的 ,是 指 它 是 空 集 点 闪 对 
任何 z€ 4, 存在 含 2 而 又 包含 在 4 内 的 开 区 间 . 

换 句 话说 , 只 中 的 开 集 是 一 些 开 区 间 的 并 . 

由 这 一 定义 几乎 立即 可 得 如 下 结果 

0,;， 任 意 (有 限 或 无 限 ) 个 开 集 的 并 是 开 集 ; 

Os， 任 意 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 

Os， 直 线 R 和 空 集 上 都 是 开 集 . 

性 质 01 可 由 下 述 事实 得 出 ; 如 果 某 集合 族 的 每 个 集合 都 是 开 
区 间 的 并 , 那 末 它们 的 并 也 是 一 些 开 区 间 的 并 . 

为 了 证 明 性 质 0，， 只 需 就 两 个 开 集 4 和 五 的 交 的 情形 来 讨 
论 ; 

由 假设 A=U4, B-WB, 


其 中 4 和 B; 都 是 开 区 间 . 因而 
4n3B=(HU4on (UB -ANB). 


由 于 每 个 4 n B 或 是 空 集 或 是 开 区 间 , 故 4n 3 是 开 集 . 
最 后 , 性 质 0。 是 明显 的 . 
例 le 任何 开 区 间 是 开 集 ，2。 开 区 间 ]m,， n+1[( 其 中 
nCEZ) 的 并 是 开 集 . 
相反 , 闭 区 间 [6, 四 不 是 开 集 . 
7 认为 无 限 个 开 集 的 交 总 是 开 集 , 是 错误 的 ， 上 比如 , 开 区 
人 同 |]- 土 并 Ce- 了 2,…) 的 交 退 化 为 单 点 集 {0}, 而 它 不 
是 开 集 . 
定义 1-2 我 们 称 R 的 子 集 4 是 用 的 , 是 指 它 的 余 集 C4 是 
开 集 . 
从 性 质 01, 0 0s 的 每 一 个 出 发 立即 可 得 对 闭 集 的 对 偶 性 
。3 。 


项， 我 们 仅 将 这 些 性 质 陈述 如 下 , 而 它们 的 延明 是 直接 可 得 的 

Fi， 任 意 个 闭 集 的 交 是 闭 集 ; 

Fo， 任意 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 ; 

Fs。 直线 民 和 空 集 $ 是 闭 集 . 

例 任何 闭 区 间 [s，]( 其 中 <5) 是 闭 集 ， 事 实 上 ,， [a, 可 
的 余 集 是 两 个 开 区 间 ]<-, ge[ 和 ]5, ->[ 的 并 , 因而 是 开 集 .， 

7 应 该 注意 , 一 个 集合 可 能 非 开 非 闭 , 比如 有 理 数 集 Q. 
. 定义 1-8 ”我们 把 任何 含有 包含 民 的 点 % 的 开 集 的 
R 的 子 集 称 为 点 2 的 急 域 . 

换 句 话说 ,六 是 % 的 邻 域 , 是 指 六 含有 包含 的 开 区 间 . 

例如 , 任何 开 集 4 是 它 的 每 个 点 的 邻 域 ， 反 之 , 任何 集合 4， 
若 它 是 它 的 每 一 点 的 邻 域 , 则 4 是 开 区 间 的 并 , 从 而 是 开 集 . 

如 果 w 和 y 是 任意 两 个 不 同 的 点 ,， 且 zx<y， 那 末 存 在 2w 的 邻 
域 刻 .和 y 的 邻 域 芒 ,使 得 VeNV,=4; 事实 上 , 令 z 是 和 Y 之 
间 的 任意 点 , 则 只 需 取 

Ve=1<, g[ 和 下, 一]2， SL. 
7 我 们 刚才 给 出 的 “ 邻 域 ”- 河 的 含义 似乎 有 别 于 日 常生 
活 中 “邻近 ”的 含义 ,因为 对 于 我 们 来 说 , R 的 点 ” 有 许 许多 
多 邻 域 , 而 其 中 之 一 甚至 就 是 R 本 身 . 

然而 , 刁 宁 说 我 们 已 经 充实 了 一 个 至 今 还 不 太 精 确 的 概念 ; 因 
为 今后 我 们 已 经 可 以 说 , 点 y 属于 点 的 某 个 指定 的 邻 域 了 ,而 这 
个 部 域 斑 在 某 种 意义 下 刻 划 了 =” 和 2 的 邻近 程度 . 

集合 的 聚 点 “ 设 4 是 只 的 子 集 , 民 的 点 me 称 为 4 的 聚 点 ; 是 
指 wo 的 任何 邻 域 中 , 至 少 存在 一 个 不 同 于 zo 的 和 4 的 点 。 

这 样 一 来 ， 也 在 z 的 任何 邻 域 中 存在 无 限 多 个 不 同 于 mo 的 
4 的 点 ， 否 则 , 就 存在 一 个 包含 m 的 开 区 间 ]w, 5[, 它 只 含有 有 限 
个 4 的 点 (wi)、 这 样 也 就 存在 一 个 与 4 至 多 只 有 公共 点 ww 的 开 
se。 和。 


区 间 ]w，&[( 取 @ 为 小 于 wo 的 最 大 的 ri， 如 果 这 样 的 mm 不 存在 ， 
就 取 e 作为 a 类 似 地 取 5); 而 这 由 假设 是 不 可 能 的 . 
7 一 个 集合 的 聚 点 不 一 定 属于 这 一 集合 .比如 点 0 是 点 
人 w=1/n(n 为 >0 的 整数 ) 的 集合 的 聚 点 ， 但 并 不 属于 这 一 

集合 ， 同 样 , 点 0 和 1 是 ]0, 1[ 的 聚 点 , 但 也 不 属于 这 一 区 疗 . 

命题 1-4 任何 闭 集 包含 其 所 有 聚 点 。 反之， 任何 包含 其 所 
有 来 点 的 集合 是 闭 集 . 

设 4 为 闭 集 ; 如 果 wE04, 则 开 集 04 是 = 的 邻 域 , 是 不 售 4 
中 的 任何 点 ， 因 此 , w 不 可 能 是 4 的 聚 点 . 

反之 , 如 果 4 是 使 C4 中 的 任何 点 不 是 4 的 聚 点 的 集合 ， 那 
末 对 任何 zxEO4 存在 不 包含 4 的 点 的 的 邻 域 ， 从 而 此 邻 域 在 
04 中 . 因此, 04 是 它 的 每 个 点 的 邻 域 ， 即 它 是 开 集 ; 换 名 话说 ， 
4 是 闭 集 . 

孤立 点 ”集合 4 的 孤 主 点 是 指 4 中 的 不 是 4 的 本 点 的 点 . 
换 句 话说 , 这 种 4 的 点 有 邻 域 六 使 得 4 站 V7V 一 {2}. 

例 置 4= [0, UN; 则 4 的 孤立 点 就 是 所 有 整数 %>>2， 

上 确 界 与 下 确 界 的 存在 性 ”我们 已 经 在 第 一 章 中 定义 了 记 谓 
序 集 瑟 的 子 集 4 的 上 确 界 "。 这 种 上 确 界 并 非 总 是 存在 的 , 即使 
4 是 召 的 有 上 和 界 子 集 . 

例如 , 设 加 为 非 负 有 理 数 形 成 的 全 序 集 ，4 为 至 中 的 满足 
me<2 的 元 素 z 的 子 集 ， 尽 管 4 显然 有 上 界 , 但 它 在 且 中 没有 上 
确 界 . 

相反 ,第 三 章 中 给 出 的 RR 的 定义 ** 不 会 导致 在 R 中 出 现 这 种 


区 集合 五 称 为 序 集 是 指 吾 中 定义 了 一 个 二 元 关系 魏 , 满足 : 1) Vw € ,Zz; 2) 
Vz, yEE, (SEY, YED SL); VL, YE BB, (TLY, YEH) IEE. 的 子 集 
4 的 上 确 界 cE 怠 是 指 c 满足 ; DVrE 4, zc; 2)Vd€E EB, (ViE dA, ve) woud, 
此 外 ,如 果 序 集 如 还 满足 : 4)VX,， YE 如 , XY，YyS&Y 至 少 有 一 个 成 立 , 那 末 忆 称 为 全 
序 集 ， 一 一 译 者 注 

**) 参 者 第 3 页 的 译 者 注 。 


情形 .由 于 这 :性质 极 六 重要 , 我 们 在 这 里 重 述 如 下 

RR 的 基本 性 质 只 的 任何 有 上 界 (相应 地 ， 有 下 界 ) 子 集 有 上 
确 界 (相应 地 , 下 确 界 ). 

设 4 为 只 的 非 空 有 上 界 子 集 ，? 为 它 的 上 确 界 ， 则 半 
直线 ]<, 包含 4， 且 显然 这 是 包 合 4 的 最 小 负 向 闭 半 直 

对 于 任何 <<5，[w, 8] 与 4 相交 ， 因 此 , 或 者 DE 4， 或 者 ? 
是 4 的 聚 点 . 

特别 是 , 当 4 为 闭 集 时 , 它 包 含 它 的 上 确 界 刀 ' 于 是 5 点 是 4 
的 最 大 元 素 . 

对 于 下 确 界 显然 也 有 类 似 性 质 . 

注 当 4 无 下 界 ( 相 应 地 , 无 上 界 ) 时 , 我 们 有 时 称 一 oo( 相 应 
地 , + co) 为 它 的 下 确 界 (相应 地 ， 上 确 界 ) 。 我 们 将 在 稍 后 给 出 这 
一 说 法 的 确切 含义 . 

有 界 集 ”我 们 称 RR 的 非 空子 集 4 为 有 界 集 , 是 指 它 既 有 上 四 
又 有 下 界 , 换 句 话说 , 4 包含 在 一 个 闭 区 闻 [ec, 刀 中 . 

根据 R 的 基本 性 质 ，4 有 界 的 充分 必要 条 件 为 它 有 上 确 界 和 
下 确 界 .如 果 mo 和 加 是 这 两 个 界 , 那 末 , 闭 区 间 [go, 56] 是 包含 4 
的 最 小 闭 区 间 . 

如 果 4 是 有 界 闭 集 ， 则 mo 和 p 属于 4， 且 分 别 是 4 的 最 小 
元 素 和 最 大 元 素 ， 

直径 ”对 于 任何 4CR， 我 们 称 4 中 两 点 间距 离 的 上 确 界 
3(4) (有 限 或 十 oo) 为 4 的 直径 . 

如 果 5(4) 有 限 , 则 对 于 任何 %€4， 和 集合 4 有 (w+5(4)) 和 
(< 一 5(4)) 分 别 为 它 的 上 界 和 下 界 , 从 而 4 是 有 界 的 ， 反 之 , 如 果 
4 有 界 , 且 a 和 bla<5) 分 别 为 它 的 下 、 上 确 界 , 则 4 的 直径 有 限 
且 等 于 (一 )， 
.6 。 


2， 序列 极限 .Gauchy 收敛 准则 

设 (@0) GG 一 1 2,…, mw …) 是 展 的 点 的 无 限 序 列 ， 我 们 说 ， 
这 个 序列 收敛 于 刀 或 者 说 ，1 是 该 序列 的 极限 ， 是 指 对 于 任何 1? 
的 邻 域 广 ,除去 有 限 个 亡 值 以 外 , 均 有 osEV (显然 我 们 可 以 只 取 
包含 1 的 开 区 间 来 作为 邻 域 了 ). 

这 个 极限 1 是 唯一 的 ， 因 为 , 否则 令 厂 和 如 是 RR 的 两 个 不 同 
的 点 , Fa: 和 了 s 是 五 和 三 的 两 个 不 相交 的 邻 域 。 如 果 除 去 有 限 个 
外 , 对 于 任何 宇 均 有 四 ET 则 只 可 能 对 有 限 个 w。 有 aEVs， 因 
此 ,如果 有 是 该 序列 的 极限 , 刀 就 不 是 . 

定理 21 任何 有 上 界 的 递增 (相应 地 ， 有 下 界 的 递减 ) 序 列 
有 极限 . 

事实 上 , 比如 假设 给 定 的 序列 (@) 递增 , 令 4 为 点 m 的 集合 . 
则 这 个 集合 非 空 且 有 上 界 , 因而 有 上 确 界 ?. 但 包含 7 的 开 区 间 冰 
至 少 包含 一 个 点 ws， 从 而 也 包含 所 有 指标 和 > 和 的 ms， 因此 , 7 是 
该 序列 的 极限 ， 

Cauchy 收敛 准则 “到 目前 为 止 , 我 们 只 用 到 了 RR 前 序 结 
构 , 下 面 我 们 将 首次 用 到 它 的 群 结构 . 

所 谓 序 列 (aD) 收敛 于 1 也 就 是 说 ， 对 于 任何 s>0， 存 在 整数 
%, 使 得 

G>2D> (0-1 <e). 
由 此 可 得 
CG 和 jm-o| <2e). 

这 个 不 等 式 的 令 人 注目 之 处 在 于 它 与 1 无关 . 我们 即将 看 到 ， 
反之 , 任何 具有 这 一 人 性质 的 序列 是 收 伍 的、 确切 地 说 , 我 们 有 

定义 2-2 我 们 说 序列 (op) (2 一 1，2，…，n%，…) 为 Cauchy 
列 , 是 指 当 宇 和 了 趋向 于 十 co 时 ,|w 一 本 | 趋向 于 0, 换 句 话说 , 对 

7 ， 


于 任何 se>0, 存在 整数 ,使 得 
VG 和 有 jg | <s). 
上 述说 法 也 等 价 于 说 . 令 4 为 指标 j 汪 7 的 点 &; 的 集合 , 且 置 
84 snp le yl. 
那 末 递减 序列 8S(4) 有 极限 为 0. 

定理 2-3(Cauchy 准则 ) 任何 民 中 的 点 的 Oauchy 列 收 敏 . 

证 明 ”我 们 已 经 知道 任何 只 中 的 点 的 收敛 列 是 Cauchy 列 ， 
需要 建立 的 是 逆 命 题 . 

设 (@0) 为 0auchy 列 ， 利用 上 述 记 号 ，8(4,) 趋 向 于 0. 又 设 
ow 和 BCosB) 为 4。 的 下 确 界 和 上 确 界 .由 诗 序 列 (4.) 是 递减 
的 (在 包含 的 意义 下 ), 故 o 的 序列 递增 , B, 的 序列 递减 . 

递增 序列 (om 有 Bi 为 上 界 , 因而 有 极限 wi 同样 (B,) 有 极 
限 6. 

由 于 a 和 属于 所 有 区 间 [o,, B,], 故 有 

|B-al<1B,—a,| 
从 而 B-a=0. 
令 l=u=B. 
对 于 任何 ww, 有 : 
IE [on, Br], Ba, €E AC Eo,, Br], 
从 而 -ow<sup{li—o,|, |1—B,|}. 

因此 , 当 >co 时 ,人 一 co)->0, 即 序列 (c) 恰 收 剑 于 ?7. 

我 们 经 常 利用 Cauchy 准则 来 证 明 一 个 序列 收敛 ， 并 且 将 把 
它 推广 到 比 实 直线 更 一 般 的 空间 中 去 . 


3. 有 界 闭 区 间 的 紧 性 
有 界 痢 区 间 的 最 重要 的 性 质 之 一 是 通过 Heine…PBorei- 
。8 。 


Lebesgue 定理 来 表述 的 . 这 一 定理 使 我 们 能 把 对 有 界 闭 区 间 的 
开 覆 盖 的 研究 转化 为 对 它 的 有 限 子 覆盖 阅 镍 究 ， 由 这 一 定理 立即 
可 得 另 一 条 以 Holzano-Weierstrasgs 定 惧 著称 的 性 质 ， 

定义 8-1 我 们 把 用 民 的 -系列 开 集 来 对 实 直 线 上 的 集合 4 
进行 覆盖 称 为 4 的 开 覆 盖 . 

定理 3-2(Heine-Borel-Lebesgue) 有 界 闭 区 间 [e, 外 的 任 
何 开 和 覆盖 必 有 有 限 子 覆盖 . 

更 明确 地 说 , 对 于 让 的 任何 使 


La, 5 ce 
的 开 集 族 (ww)sez, 存在 有 限 子 集 了 CT, 使 得 
[a, 0b] Co. 


证 明 设 (orer 为 覆盖 [c, 四 的 开 集 族 , 这 里 认为 6<< 刀 因为 
当 6=8 时 ,定理 是 显然 的 ， 
令 4 为 [a, 刀 中 有 下 列 性 质 的 = 的 全 体 ， 区 间 [c, 2] 可 被 有 
限 个 开 集 w; 所 覆盖 ， 于 是 定理 的 证 明 转 化 为 求证 5E 4. 而 4 是 
非 空 的 , 因为 它 包 含 mw 同时 它 又 有 上 界 5. 这 样 它 就 具有 属于 [a， 
四 的 上 确 界 m. 
对 于 m 来 说 ， 存 在 ioEI, 使 得 mEow; 而 os 是 m 的 邻 域 ， 
且 在 这 一 邻 域 中 ,在 % 的 左边 存在 4 的 点 2%， 使 得 [2, m] Ceow. 
对 于 这 样 的 2,，[a, 中 具有 有 限 个 oo 的 覆盖 , 从 而 [4, m] = [@, 呵 
U fz, mo] 也 有 这 样 的 履 盖 , 但 是 任何 覆盖 [a，m3 的 有 限 个 o 的 子 
族 也 闭 盖 某 一 区 间 [g, mm 和 ,其 中 m >m， 这 与 m 是 4 的 上 确 界 
的 事实 仅 当 m=5 时 才 相 容 . 
7 从 现在 起 ， 特 别 要 注意 定理 3-2 的 陈述 不 能 推广 到 无 
界 区 间 的 情形 ， 或 者 有 界 介 非 闭 的 情形 ， 比 如 ， 于 集 妃 
+ 2 ， 


[二 ,2[ (其 中 >2) 覆 盖 了 半 开 区 间 ]0, 1 但 是 这 一 开 集 列 的 任 


何 有 限 子 列 都 没有 同样 的 性 质 . 

定理 3-3(Bolzano-Weierstrass) 对 于 任何 有 界 闭 区 间 [ea 
四 ，[a, 四 的 任何 无 限 子 集 于 在 [a, 妇 上 有 聚 点 . 

等 价 陈述 ”fa, 纪 的 任何 在 [w, 四 上 没有 育 点 的 子 集 子 是 有 
限 集 . 

证 明 ”如果 [a, 8] 中 任 一 点 % 都 不 是 和 的 聚 点 ， 那 末 任 何 z 
都 具有 开 邻 域 六。, 其 中 至 多 包含 全 的 一 个 点 , 即 2 本 身 ， 这 些 V。 
构成 [a, 四 的 开 覆 盖 ; 由 上 述 定 理 , 存在 有 限 个 站， 比如 Vs,(i 一 
1,…, %%), 覆盖 [4, 外, 因此, 总 至 多 包含 nn 个 点 (b= 一 1，…, 0). 

7 这 里 再 次 要 注意 , 定理 8-3 的 陈述 既 不 能 推广 到 有 界 

非 闭 区 间 , 也 不 能 推广 到 无 界 区 间 . 比如 半 开 区 间 ]0, 本 中 

的 点 1/% 构 成 的 无 限 序列 在 ]0, 切 上 没有 素 点 .事实 上 ， 它 在 民 
上 仅 有 的 聚 点 为 点 0, 而 0 不 属于 ]0, 1. 

我 们 现在 不 准备 对 直线 上 的 拓扑 作 更 深入 的 研究 ， 事 实 上 ， 
直线 上 的 许多 拓扑 性 质 对 于 比 直线 远 为 一 般 的 空间 也 是 成 立 的 ， 
因此 , 把 它们 引进 分 析 , 并 非 是 人 为 的 , 而 是 对 于 证 明和 发 现 许多 
性 质 来 说 必 不 可 少 的 . 

我 们 同样 只 打算 给 出 若干 与 Euclide 空间 的 拓扑 有 关 的 若干 
定义 ,然后 着 手 研究 一 般 拓扑 空间 ， 在 进行 后 一 研究 时 , 思想 上 经 
常 呈现 较为 具体 的 由 实 直 线 R、 空 间 Re 以 及 它们 的 子 集 构 成 的 特 
殊 情形 ,将 是 十 分 有 益 的 ， 然 后 , 距离 空间 将 是 另 一 个 相当 直观 的 
实体 , 从 中 我 们 将 吸取 一 些 正 、 反 例子 ， 


4， 空 间 Re 的 拓扑 
我 们 知道 , 空间 R" 是 m% 个 恒 同 于 只 的 空间 的 乘积 , 因此 是 有 
。 130 。 


个 实数 的 有 序 序 列 (en zs， …， ww) 的 集合 , 但 是 直到 现在 为 止 ,我 
们 仅 在 这 个 乘积 集合 中 引入 代数 结构 (向 量 空间 )， 现 在 我 们 将 在 
其 上 赋 以 一 个 拓扑 结构 . 

定义 41 设 wG=1,2,…, nm) 为 R 中 的 开 区 间 ]m, 6b:[ 或 
空 集 名 ,在 R" 中 , 我 们 称 R* 的 子 集 ox wzx…Xw 为 基 是 wi 的 
开 方 块 ( 当 基 之 一 是 空 集 时 ， 它 是 空 集 )， 如果 它 非 空 ， 它 的 中 心 
是 坐标 为 如 = (m4 十 90) /2 的 点 . 

基 是 (@)， (ey) 的 两 个 开 方 块 的 交 为 基 是 (owt) 的 开 方块 ， 

通过 用 闲 区 间 代 替 开 区 间 oo 我 们 可 类 似 地 定义 闭 方 块 。 

定义 2% 我 们 称 任何 开 方 块 的 并 为 民 " 的 开 集 ， 

这 样 , 我们 说 R" 的 子 集 4 是 开 的 ， 等 价 的 说 法 是 : 对 于 任何 
zzE4, 存 在 包含 z 而 又 含 于 4 中 的 开 方 块 (有 必要 时 , 可 以 使 这 个 
方块 以 ”为 中 心 ). 

例 只 " 的 任何 开 方 块 是 R" 的 开 集 ， 相 反 , R? 的 直线 不 是 R” 
的 开 集 . 

可 以 验证 , R" 的 开 集 满足 $1 的 性 质 0Q1，0s, 0s( 在 Os 中, 将 
民 换 为 R")、，01，0Os 立即 可 得 ， 我们 证 明 0，: 

如 果 4 和 4 是 两 个 开 集 , 则 有 

4 一 局 2 和 4=\ yp, 
其 中 pp 和 9 是 开 方 块 ， 
于 是 4n4 = LU (nNp. 


CDEIXJ 
而 天 由 是 开 方块 , 因此 4 4 是 开 集 . 
用 递 推 法 可 将 这 一 结果 推广 到 开 集 的 任何 有 限 交 . 
闭 集 、 邻 域 、 聚 点 等 ”在 Re 中 , 我 们 说 某 集合 是 闭 集 ,是 指 它 
的 余 集 是 开 集 ， 我 们 说 集合 玉 是 点 二 的 备 域 ,是 指 它 包含 一 个 含 
2 的 开 集 ; 我 们 说 点 x 是 集合 4 的 聚 点 ， 是 指 在 zw 的 任何 邻 域 中 ， 
*， 了 II 。 


至 少 存在 一 个 不 同 于 xz 的 4 的 点 . 

我 们 可 以 在 这 里 详尽 研究 这 些 定义 的 推论 , 就 象 我 们 对 RR 所 
做 过 的 那样 。， 但 是 从 现在 起 ,在 一 个 更 为 一 般 的 框架 中 来 进行 这 
些 研 究 , 将 是 更 有 教 益 的 .尽管 如 此 , 思想 上 经 常 呈现 较为 具体 的 
由 实 直 线 R、 空 间 R* 及 其 子 集 构成 的 特殊 情形 , 将 总 是 有 好 处 的 . 


.拓扑 空间 


在 我 们 刚才 所 作 的 对 只 和 R" 的 初步 研究 中 ， 几 乎 所 有 的 概 
念 都 可 以 从 开 集 出 发 来 定义 ， 并 且 大 部 分 性 质 也 都 可 以 只 利用 开 
集 的 性 质 0,，0s, 0s 求 得 到 ， 由 此 就 产生 了 在 开 集 的 概念 上 建立 
拓扑 学 的 思想 。 我 们 将 试 网 用 开 集 来 表达 诸如 极限 、 连 续 等 所 有 
经 典 的 拓扑 概念 ， 并 且 从 对 这 些 开 集 的 集合 所 作 的 一 些 简单 的 假 
设 出 发 , 来 重新 得 到 尽 可 能 多 的 经 典 定 理 ， | 


5. 开 集 、 闭 集 . 邻 域 

定义 5 -1 设 卫 为 一 集合 , 人 是 由 被 称 作 开 集 的 如 的 子 集 记 
组 成 的 集合 , 并 且 满足 

O1， 任意 (有 限 或 无 限 ) 个 开 集 的 并 是 开 集 ; 

O:， 人 和 任意 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 

Os， 集 合 如 和 空 集 名 是 开 集 ; 

那 末 我 们 称 偶 ( 召 ，C) 为 拓扑 空间 . 

我 们 也 说 如 的 子 集 的 集合 在 恕 上 定义 了 一 个 拓 盾 . 

在 任何 集合 五 上 , 我 们 都 可 定义 多 种 拓扑 ， 除 非 刀 至 多 内包 
含 一 个 点 在 这 些 拓扑 中 有 一 个 是 离散 拓扑 , 对 于 这 种 拓扑 , 是 
如 的 所 有 子 集 的 集合 . 这 是 召 上 的 包含 尽 可 能 多 的 开 集 的 拓扑 

另 一 个 拓扑 是 得 酉 朴 ， 对 于 这 种 拓扑 C 只 有 两 个 元 素 , 儿 和 
。12 。 


妃 ， 这 是 百 上 的 包含 尽 可 能 少 的 开 集 的 拓扑 . 

但 是 一 般 说 来 ， 有 意义 的 拓扑 既 不 是 离散 拓扑 ， 也 不 是 粗 拓 
扑 四 四 

我 们 将 注意 到 ， 性 质 0,，Os，0s 就 是 我 们 在 研究 直线 上 的 拓 
扑 时 曾经 明确 过 的 .值得 注意 的 是 , 它们 对 于 得 到 非常 丰富 的 结 
困 来 说 已 经 足够 ， 我 们 仅 当 研究 分 离 拓扑 空间 和 紧 空 间 时 ; 将 再 
来 对 它 进 行 补充 . 

例 全 序 集 上 的 拓扑 . 

设 殖 是 任意 的 全 序 集 .我 们 称 召 的 开 区 间 的 任意 并 为 刀 的 开 
集 . 换 句 话说 , 4 是 吾 的 开 集 是 指 4 是 空 的 ,或 者 对 于 任何 =E 4， 
存在 包含 > 而 又 含 于 4 中 的 开 区 间 . 

这 一 定义 显然 只 是 重复 了 在 第 1 节 的 RR 的 情形 中 用 过 的 处 理 
方法 ， 

容易 验证 ， 性 质 01， Ow Os 都 是 满足 的 . 

在 石上 这 样 定义 的 拓扑 也 称 为 序 拓 扩 . 

特殊 情形 ” 设 展 为 如 下 定义 的 全 序 集 . 

民 的 点 是 由 民 的 点 再 吉 上 两 个 记 为 -so 和 十 co 的 补 亮点 所 
组 成 .在 民 中 ,我 们 说 4<y, 是 指 或 者 %w 和 wyE 民 , 且 (y 一 %) 非 负 ， 
或 者 z= 一 0, 或 者 Yy 一 十 0. 

:容易 验证 , 这 一 关系 就 定义 了 民 上 的 一 个 全 序 ， 且 一 oo 是 它 
的 最 小 元 素 , + ce 是 它 的 最 大 元 素 ， 

赋 有 这 个 序 并 联系 上 述 折 扑 的 民 称 为 完成 直线 . 

定义 5 2 我 们 称 妃 的 子 集 委 为 闭 集 , 是 指 它 的 余 集 04 是 
开 集 . i 1 
一 正如 与 直线 的 情形 一 样 ， 由 陈述 0,，0s 0s 通过 对 偶 性 民 即 
可 得 与 前 者 等 价 的 .与 马 的 闭 集 有 关 的 三 条 陈述 包 ， Fs,， Fs 

志和 任意 (有 限 战 泡 限 ) 个 团 集 的 交 是 闭 集 
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Rs。， 任 意 有 限 个 闭 集 的 并 是 团 集 ; 

Fs， 空 集 和 空间 召 是 闭 集 . 

例如 ， 对 于 恕 的 离散 拓扑 , 召 的 所 有 子 集 都 同时 是 开 集 和 闭 
集 ; 对 于 五 的 粗 拓扑, 仅 有 的 闭 集 是 名 和 百 ， 如 果 加 是 全 序 集 , 任 
何 允 的 闭 区 间 对 于 序 拓扑 是 至 的 闭 集 . 

邻 域 ”定义 8 我 们 称 恕 的 点 2 的 鲜 域 ， 是 指 任何 包含 仿 
% 的 开 集 的 五 的 子 集 . 

通常 我 们 用 (zx) 表示 4 的 邻 域 玉 的 集合 . 

我 们 称 至 的 子 集 4 的 外域 ， 是 指 任何 包含 含 4 的 开 集 的 瑟 
的 子 集 . 

开 集 的 特征 ”由 上 述 定义 可 得 , 开 集 是 它 的 每 一 点 的 邻 域 . 反 
之 , 如果 集合 4 是 它 的 每 一 点 的 邻 域 , 那 末 它 是 开 的 ， 事 实 上 , 对 
于 任何 zcE 4 ,存在 包含 % 的 开 集 ww 且 它 含 于 4 中 。 因 此 , 我 们 
有 

A= (Jo,. 

这 是 个 开 集 的 并 , 从 而 是 开 集 ， 

推论 ”由 此 可 见 , 只 要 对 所 有 知道 % 的 邻 域 , 空间 的 开 集 也 
就 都 已 知 。 换 句 话说 , 在 同一 个 集合 上 , 两 种 有 同样 邻 域 的 拓扑 是 
恒 同 的 . 

下 面 是 邻 域 的 某 些 基本 性 质 ， 有 时 它们 被 当 作 定义 拓扑 空间 
的 出 发 点 . 

Fi。 zw 的 任何 邻 域 包含 m 且 任何 至少 有 一 个 邻 域 

3， 任何 包含 z 的 邻 域 的 集合 是 ”的 邻 域 ; 

Vs， wv 的 两 个 邻 域 的 交 是 » 的 邻 域 ， 

Js。 如 果 亚 是 zx 的 邻 域 , 那 末 存 在 wo 的 子 邻 域 环 ( 即 栈 C 

太 ), 使 得 玉 是 琴 的 每 一 点 的 邻 域 ， 

头 两 条 性 质 是 直接 的 ， 第 三 条 性 质 由 两 个 开 集 的 交 
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是 开 集 可 得 , 

第 四 条 性 质 最 为 隐藏; 它 表 达 了 下 列 模糊 的 观念 与 相当 邻近 
于 的 点 相当 邻近 的 所 有 点 也 在 % 的 邻近 ， 由 假设 , 存在 开 集 w， 
使 得 zEw, 目 wcCV. 但 w 是 它 的 每 一 个 点 的 邻 域 , 故 信 是 的 每 
一 个 点 的 邻 域 ， 因 此 , 只 需 取 琴 一 ow. 
点 的 邻 域 基 为 了 了 解 Y(o), 只 需 了 解 (x) 中 足够 多 的 元 
素 . 

定义 5-4 我 们 说 (2) 的 子 集 绍 构 成 Y(z) 的 基 ， 是 指 任 
何 六 EY "(4g) 包含 一 个 元 素 玉 WE 乡 . 

知道 了 乡 后 ，Y(w) 的 元 素 六 就 可 作为 包含 绍 的 元 素 W 的 
任意 集合 来 得 到 . 

例 1 如 果 恕 是 任意 空间 ， 对 于 任何 2E 加 , 包含 = 的 开 集 
就 构成 YY(z) 的 基 . 

2。 如果 加 是 实 直线 民 ( 相 应 地 , R")， 任 何 召 的 点 具有 一 个 
以 z 为 中 心 、 半 长 为 1yn(n>0， 整数 ) 的 开 区 间 ( 相 应 地 ， 开 
方 沁 ) 所 构成 的 邻 域 基 , 因此， 任何 召 的 点 具有 可 数 * 邻 域 
基 . 

拓扑 空间 的 开 集 基 ”定义 5.5 我 们 把 满足 下 列 两 个 等 价 条 
件 的 五 的 开 集 类 (wi) 称 为 拓扑 空间 召 的 开 集 基 ， 

1) 任何 =E 召 有 由 的 子 族 构成 的 邻 域 基 ; 

2) 任何 五 的 开 集 是 ow 的 子 族 的 并 . 

这 两 条 性 质 的 等 价 性 直接 由 定义 可 得 . 

例 5-6 实 直 线 民 具有 由 有 理 端 点 的 开 区 间 构 成 的 可 数 开 集 
基 ， 
事实 上 , R 的 每 一 点 有 一 个 由 这 样 的 区 间 构 成 的 邻 域 
基 . : 

”9 与 自然 教 集 民 可 一 一 对 应 的 集合 称 为 可 黎 集 ，- 一 译 者 注 
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6. 闭 包 、 内 部 、 边 答 


附 闭 点 、 素 点 .孤立 点 . 

定义 61 设 4 为 百 的 子 集 ,>E 怠 . 

我 们 称 附 着 于 4, 是 指 4 的 任何 邻 域 包含 4 的 点 . 

我 们 称 2 是 4 的 和 林 点 , 是 指 % 的 任何 邻 域 包含 4 的 不 同 于 2 
的 点 . 

我 们 称 和 是 4 的 匆 衬 点 ,是 指 它 属 于 4, 但 不 是 4 的 聚 点 , 换 
名 话说 , 存在 z 的 一 个 邻 域 , 其 中 除 z$ 外 不 全 4 中 的 其 它 点 . 

这 样 , ” 附着 于 44 就 等 价 于 ; 或 者 zx 是 4 的 聚 点 ,或 者 & 是 4 
的 孤立 点 . 

我 们 将 称 召 的 附着 于 44 的 点 的 全 体 为 4 的 附着 集 . 

例如 ， 在 只 中 ，Q@ 的 附着 集 就 是 民 自己 :端点 不 同 的 区 间 
]c, 2 5 的 附着 集 为 [w 如 ， 点 /mln 一 1, 2 …) 的 集合 的 附着 集 是 
这 个 集合 在 加 上 点 0. 

集合 的 财 包 对 于 任何 4C 吾 存在 一 些 包含 人 的 闭 集 (例如 
召 本 身 )， 根据 性 质 了 .它们 的 交 仍 是 包 禽 4 的 闭 集 , 且 这 是 其 中 
最 小 的 一 个 .由 此 , 有 以 下 定义 : 

定义 6-2 我 们 把 包含 4 的 最 小 闭 集 称 为 4 的 闻 包 ， 记 
为 4. 

命题 63 对 于 任何 集合 4 4 的 附着 集 和 闭 包 是 便 同 的 . 

事实 上 , 如 果 4 是 空间 召 的 子 集 ,，w 下 示 如 的 任意 点 , 则 性 
质 ， : 
(z 生 4) 和 (% 不 附着 于 4) 
都 能 解释 为 存在 z 的 开 邻 域 % 不 与 4 炸 交 ， | 

系 ”1° 关系 式 4=4 刻 划 了 闭 集 的 特征 ; 2 4 为 站 集 的 充 
要 条 件 是 它 包 会 它 的 所 有 聚 点 ， 
.16。 


证 明 ”1° 如 果 4 是 闭 集 , 则 它 显然 等 于 它 的 闭 包 ， 反 之 , 由 

4 了 4 可 得 全 是 闭 的 ,因为 任何 闭 包 由 定义 生 闭 集 . 
这 里 可 注意 到 , 对 于 任何 4, 有 ( 艺 ) = 玫 . 

2° 设 4' 是 4 的 聚 点 集 ， 根 据 附着 集 的 定义 ， 我 们 有 所 
4U4'， 因此 ,说 4 一 下 等 于 说 4=4U4’ 或 4'C4. 

集合 的 内 部 “ 闭 包 的 “对 偶 "概念 (在 第 -- 章 的 公式 12-2 的 意 
义 下 四) 是 内 部 的 概念 ， 

定义 6-4 我 们 把 所 有 包含 在 如 的 子 集 4 内 的 开 集 的 并 (可 
能 是 空 的 ) 称 为 4 的 内 部 。 因此 这 是 包含 在 4 内 的 最 大 开 集 ; 记 
它 为 4 . 

直接 可 得 , 关系 式 4 一 刻 划 了 开 集 的 特征 , 

拓扑 运算 4， 有 及 初等 运算 之 间 的 关系 

1” 闭 包 和 内 部 之 间 的 对 偶 性 ; 

1) 04 ~0A. 

事实 上 , 由 定义 


4 -UJ ss 
这 里 (ww)scz 表示 所 有 包含 在 4 内 的 开 集 的 族 ， 因 此 ， 
O04 =[ 10%= [19 
其 中 (gi)ies 表示 包含 04 的 闭 集 的 族 , 从 而 04 是 04 的 闭 包 . 
2) OA—0A.- 
这 个 公式 由 在 上 述 公式 内 用 04 代 符 4 而 推 得 
2。 闭 包 的 性 质 ， 
1) $= 2) ACA; 


*) 这 里 说 的 公式 是 指 集合 运算 的 De Morgan 公式 : 
CY AD = N04. 
所 谓 “ 对 偶 " "概念 是 指 从 集合 类 来 看 是 " 相 余 ;的 概念 例如 开 集 的 对 偶 概 念 是 闭 集 ， 
一 一 译 者 注 
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.8) A=A; 4) AUB- AUS. 
前 两 个 关系 式 是 直接 可 得 的 第 三 个 结果 由 任何 闭 集 的 闭 包 恒 同 
于 自己 而 得 . 
为 了 证 明 第 四 个 关系 式 , 首先 注意 到 
(XCT)IH(XRCT)IIRCDY,), 
由 此 导 得 也 和 C4UB, 从 而 
AUBC AUB, | 
反之 , 了 UB 是 包含 4 各 的 闭 集 ,因而 也 是 包含 4UB 的 闭 集 ， 
故 
AUBCAUE. 
这 一 重要 关系 式 显然 可 以 推广 到 任何 有 限 并 的 情形 。 相反 ， 
它 不 能 推广 到 无 限 并 的 情形 , 因为 闭 集 的 任意 并 并 非 总 是 闭 集 ， 
对 于 交 不 再 有 类 似 的 关系 式 , 即使 对 有 限 交 也 如 此 ， 例 如 , 设 
刀 为 直线 R, 4 和 BB 分 别 表示 有 理 数 集 和 无 理 数 集 , 则 有 艺 由 互 ~ 
RR, 而 4 门 了 一 $8. 我们 只 能 有 包含 关系 4 站 BCANB. 
同样 ,对 于 如 的 任何 子 集 族 (40), 我 们 有 包含 关系 
U ACCUA) 和 CN A) CC NA4,. 
3。 内 部 的 性 质 ”它们 是 闭 包 性 质 的 对 侦 ， 
1) 忆 =h 2) A ch; 
38) 4- 4 4) (ANB=ANB. 
集合 的 边界 ”定义 6 届 石 的 子 集 4 的 边界 4 是 所 有 这 样 
的 点 的 集合 : % 的 任何 邻 域 六 至少 包含 4 中 的 一 点 和 O04 中 的 
一 点 . 
因而 有 A"~ANOA. 
”在 这 一 公式 上 我 们 看 到 任何 集合 的 边界 是 闭 集 ， 而 两 个 互 余 
的 集合 有 相同 的 边界 。 
。 TS 。 © 


厨 题 6-6 对 于 允 的 任何 子 集 4, 有 4" 一 一 4. 
事实 上 , 我 们 有 关系 式 ; ， 
4*=ANOA 和 04=04, 故 4*=ANO4,， 

这 恰好 是 所 求 的 关系 式 . 

系 ”对 于 如 的 任何 闭 集 4, 有 以 下 等 价 关系 : 

(4=4) (A=WOTOA=E). 

例 在 民 中 ，@ 的 边界 是 RR 而 民 本 身 的 边界 倒是 空 的 ; 
10, 1[ 或 [0, 匡 的 边界 是 集合 {0,， 1}. 

处 处 稠 集 . 稠 集 和 了 疏 集 ”在 实 直线 上 , 在 任何 非 空 开 集 中 有 有 
理 数 ， 

相反 , R 的 任何 非 空 开 集 包含 不 含 任何 整数 的 非 空子 开 集 . 为 
了 使 由 Q@ 和 己 在 民 上 的 分 布 之 间 的 区 别 所 引起 的 模糊 观念 明 确 
化 , 我 们 引入 以 下 定义 : 

定义 6-7 设 4 为 空间 允 的 子 集 . 

我 们 说 4 在 万 中 处 处 筒 、 得 或 琉 , 分 别 是 指 : 

万 ~ 力 ， 下 有 非 空 内 部 ; 有 的 内 部 为 空 集 . ， 

例如 , 在 恨 中 , 集合 @ 处 处 乎 ; 集合 Qf fo, 洒 笛 ;集合 乙 玉 G， 
同样 , 数 1/n 的 集合 (其 中 %n 一 1 2 …) 也 是 琉 的 . 

注意 , 有 些 数学 家 所用 的 术语 “ 稠 ?> 是 指 这 里 的 “处 处 稠 ” 

直接 的 性 质 ( 由 命题 6-6 的 系 可 得 ) 

te 如 果 4 在 有 上 处 处 笛 ， 且 4cCBc, 那 末 B 也 在 有 上 
处 处 稠 . 

2。 (4 处 处 稠 ) 今 (B 的 任何 非 空 开 集 与 4 相交 )， 

3。 (4 琉 ) 信 CA 疏 ) 仿 (OA 处 处 稠 ) 全 (五 的 任何 非 空 开 集 
包含 与 4 不 相交 的 非 空 子 开 集 ). 

4° 如 果 4 与 了 在 如 卜 , 则 集 4UB 在 加 上 也 政 . 

最 后 一 条 性 质 可 推广 到 任意 有 限 并 情形 ， 但 不 能 推广 到 无 良 
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并 (考虑 只 上 的 集合 G)， 

7。 因果 4 况 ， 如 074 处 处 秽 , 但 完全 可 能 4 和 04 者 处 

处 笛 , 民 的 子 集 Q 及 其 余 集 就 是 这 种 情形 . 

同一 个 例子 也 说 明 , 4 和 B 在 其 交 4 1B 为 空 集 时 , 仍然 可 以 
都 是 如 的 处 处 稠 集 . 

命题 6.8 任何 有 可 数 开 集 基 的 空间 万 是 可 分 的 (其 意义 为 
恕 包含 可 数 处 外 筒子 集 ). 

事实 上 , 设 (ow) 力 给 定 的 基 , 且 对 于 任何 mw 有 om Ci m 为 wo 
的 点 ， 则 w 的 集合 并 在 马上 是 处 处 策 的 , 因为 如 果 必 是 如 的 任 
意 非 空 开 集 , 则 oo 是 菜 些 非 宅 wo 的 并 , 从 而 包含 对 应 的 ww 的 名 话 
说 , (对 几 o) 不 是 空 的 ， 


了， 连续 函数 .， 同 肥 


为 了 能 够 谈论 集合 到 集合 了 的 映射 了 的 连续 性 ， 需 要 在 
于 各 了 上 定义 邻近 点 的 概念 , 即 了 和 了 必须 是 拓扑 空间 ， 

对 单 实 变量 数值 函数 连续 性 的 经 典 定义 进行 分 析 可 导致 下 列 
定义 ， 

点 上 的 连续 性 ”定义 7-1 我 们 称 拓扑 空间 了 到 拓扑 空间 
Y 的 映射 + 在 下 的 点 xo。 上 连续 ， 是 指 对 于 了 (wo) 的 任何 邻 域 了 ， 
存在 me 的 邻 域 w 使 得 它 通过 了 的 象 在 全 中 , 即 f(0) CV. 

用 逮 辑 记号 这 个 定义 可 写成 : 

(f 在 如 上 连续 ) 主 为 (vP, JrEzrCfon))Gw v€EY (00)): 
(ftW EP). 

显然 , 我 们 可 要 求 广 和 ww 分 别 在 (zo) 和 wo 的 给 定 的 邻 域 基 
内 , 而 仍 得 到 等 价 定义 . 

下 面 是 了 在 zo 上 连续 的 男 一 种 方便 的 叙述 方式 ， 对 于 了 (zo) 
， 80 。 


的 任何 邻 域 卫 , 六 :9 是 ro 的 邻 域 。 事实 上 , 设 信 是 f(xe) 的 
邻 域 ; 如 果 2 是 ze 的 满足 fv) CV 的 邻 域 , 那 未 有 2C 广 !CP)， 从 
而 包含 ze 的 一 个 邻 域 的 广 :7) 也 是 mo 的 邻 域 ， 反之 ， 如 果 
了 (六 ) 是 xo 的 邻 域 , 置 v0 一 1(7), 就 有 了 (v)CV， 这 里 我 们 还 是 
可 以 要 求 这 属于 了 (wo) 的 给 定 的 邻 域 基 . 

例 1° 如 果 了 是 下 到 了 的 常 值 区 和 那 末 对 于 (co) 的 任 
何 邻 域 六 ,有 了 1(V) 一 X; 因此， 任何 下 到 的 党 值 史 射 在 的 
所 有 点 上 连续 . 

2?" 不 到 了 的 己 等 映射 n> 在 下 的 所 有 点 上 连续 ， 

整个 空间 上 的 连续 性 定义 2 我 们 说 了 到 了 的 映射 / 左 
下 上 连续 ,是 指 它 在 六 的 所 有 点 上 都 连续 

定理 ?7-8 /在 环 上 连续 竹 价 于 对 于 了 的 任何 开 集 人 B， 
-4(CB) 是 三 的 开 集 . 

事实 上 , 假设 了 在 和 上 连续 ; 如 果 如 是 了 中 的 开 集 ， 由 于 B 
是 它 的 每 一 点 的 邻 域 ， 故 B 的 逆 象 也 是 B 的 逆 象 的 每 一 点 的 邻 
域 ,因而 也 是 开 集 . 

反之 , 假设 广 !(B) 对 于 任何 也 后 的 开 集 如 是 开 第 那 末 对 于 
任何 zo 和 f(zo) 的 邻 域 ， 广 :人 多 ) 是 包含 zo 的 开 集 ， 从 而 
3(P) 更 是 mo 的 邻 域 ， 因 此 ,在 工 的 所 有 点 zo 上 连续 ， 

定理 ?4 f 在 全 上 连续 等 价 十 对 于 了 的 .任何 闭 集 B， 
了 1(B) 是 子 的 闭 集 . 

这 ， -定理 可 通过 应 用 关系 式 

f°1(0B)—Cf "1(B) 

而 由 上 一 一 定理 导 得 , 

系 如 果 f 是 不 到 R 的 连续 映射 那 末 工 中 使 让 =0 的 


六 集 信 了 了 定义 为 ; {XE: f(z) EBP ， 如 果 把 7 理解 为 了 到 其 的 时 对, 疙 : 
弯 忆 -- 般 不 是 梨 值 的 ,而 定 多 值 的 ,或 过 六 志 ? 集 值 英 射 ” 一 一 译 省 广 


点 2 的 集合 是 闷 的 闭 集 . 

对 于 形 为 f(x) 之 0, f(z) 0, f(z) >0, f(z)<0 的 关系 式 的 
解 , 我 们 将 有 类 似 的 陈述 . 

特别 是 ， 如 果 f 是 % 个 变量 的 实 系 数 多 项 式 ， 这 一 系 指出 ， 
f(z) =0 的 解 所 形成 的 实 代数 流 形 是 Re 的 闭 集 ， 对 于 个 复 变 量 
的 多 项 式 , 在 C* 中 有 同样 结果 . 

7 必须 注意 的 是 ,在 定理 9-8 和 7-4 中 陈述 的 两 条 上 的 
连续 性 的 特征 都 是 利用 了 了 的 逆 象 , 而 不 是 了 的 直接 象 . 

事实 上 , 对 的 开 集 通过 连续 映射 后 的 象 仅 在 很 特殊 的 情况 下 
” 才 是 了 的 开 集 .例如 ,只 到 R 的 常 值 映射 z>0 把 下 的 任何 非 空 
开 集 都 不 变 成 开 集 . 

同样 , 了 的 闭 集 通过 连续 映射 后 的 象 也 可 以 不 是 了 的 闭 集 : 
例如 ，R 到 RR 的 映射 z>1/ (z+ 把 RR 变 为 RR 中 的 非 闭 集 

10, 21]. 

现在 这 里 有 一 条 用 直接 象 来 表达 的 的 连续 性 的 特征 ， 
定理 ?6 卫 到 了 的 映射 /连续 等 价 于 对 于 任何 集合 
”4cCX, 有 f(A)C FA). 

事实 上 , 如 果 了 连续 , 关系 式 4C 广 :(f(C4))C 广 :CC3) 指 
出 , cc 广 (7(C4)), 从 而 /Ca)CF， 
“反之, 如 果 这 一 关系 式 对 于 任何 4 己 甩 成 立 ， 我 们 指出 集合 
4= 广 :(B) 对 于 了 的 任何 闭 集 召 都 是 闭 集 ， 从 而 也 就 证 明了 了 连 
续 : . 
我 人 有 f(A)CfCODCEB~B， 从 而 AcCf-1(B) 4, 因此， 
A 一 4; 换 句 话 说 , 4 是 闭 集 , 

连续 映射 的 传递 性 ” 设 耳 ， 了 ，Z 为 三 个 拓扑 空间 ，f 为 下 
到 了 的 映射 , g 为 了 到 2 的 映射 ,大 一 ge 

又 设 xoE€ 昼 ; 置 Yo f (vo), Zo= 9 (Yo) = g(f (ro0)) 一 不 (zo) ， 
. 22 . 


命题 7-6 如 果 了 在 so 连续 , g 在 wo 连续 , 那 末 复合 映射 ~ 
9°f 也 在 wo 连续， 
- 事实 上 , 设 术 为 和 的 任意 邻 域 . 由 9 在 yo 连续 可 推 得 yg-1(7) 
是 % 的 邻 域 ; 于 是 由 了 在 mo 连续 又 可 推 得 广 :(9-x(F)) 一 和 (P) 
是 器 的 令 志 
:特别 是 ; 如 果 了 在 并 上 连续 , g 在 上 连续 , 那 末 =gef 也 
在 和 上 连续 . 
例 R 到 只 的 映射 -> 人 ul 连续 ;因此 对 于 任何 下 到 R 上 的 
连续 映射 ,由 2 一 | 了 (w) | 定义 的 下 到 民 的 映射 | 天 也 连续 . 
同 胚 ” 如 果 存 在 之 到 了 的 双 射 户 使 得 素 和 丈 的 开 集 互 
换 , 即 对 于 肚 的 任何 开 集 4，f(4) 为 了 的 开 集 ， 而 对 于 了 的 任 
何 开 集 B，f-1(B) 为 卫 的 开 集 ， 那 末 我 们 自然 说 ， 记 两 个 拓扑 空 
间 是 同 构 的 ， 这 种 同 均 我 们 称 为 同 胚 . 
很 明显 ， 一 个 同 胚 的 逆 述 是 向 胚 ， 市 两 不 同 且 的 乘积 也 是 同 
胚 。 特 别 是 , 一 个 空间 到 其 自身 的 所 有 同 胚 形 成 一 个 群 罗 . 
短评 癌 胰 的 概念 是 拓扑 学 中 的 基本 概念 ， 因 为 同 胚 无 非 是 
说 明 拓扑 结构 间 的 同 构 关 系 ; 在 拓扑 学 中 , 这 是 一 种 最 基本 的 等 价 
关系 . | 
当 两 个 拓扑 空间 同 胚 时 ， 所 有 对 一 个 拓扑 空间 成 立 的 性 质 对 
另 一 个 也 成 立 ;这样 我 们 可 以 把 它们 看 作 同 一 类 几何 实体 的 两 个 
代表 ，. :| 
当 集 合 加 具 有 包括 拓扑 结构 在 内 的 多 种 结构 (其 他 的 可 能 是 
代数 结构 、 距离 结构 等 ) 时 ,我们 说 如 的 某 个 性 质 是 拓扑 性 质 , 是 
指 这 条 性 质 对 于 所 有 与 力 拓 扑 间 有 凸 的 空间 都 成 立 ， 例 如 , R 包含 


集合 G 称 为 群 ,是 指 其 上 定义 了 代数 运算 。 Ya, yE G: zoyE G, 满足 让 Vw, y， 
2E G (Zeg) oR Te Yop); ii)3eEG，VYYEG: ex 一 32 一 0i iii) YrE GQ, Jr-1€ G，z-V 一 
Lr- le, 


、、， 拓 半空 间 到 自身 的 所 有 同 肤 对 于 复合 运算 形成 群 ， 一 一 译 者 注 
- 本 23- . 


可 数 的 处 处 笛子 集 就 是 一 条 拓扑 性 质 . 只 要 我 们 略为 习惯 了 , 一 
般 容易 辨别 一 条 性 质 是 否 是 拓扑 性 质 ， 在 任何 情形 , 具 要 是 用 开 
集 以 及 由 它 导 出 的 概念 : 闭 集 、 邻 域 、 育 点 、 处 处 稠 等 来 陈述 的 性 
质 , 总 是 拓扑 性 质 . 

下 面 我 们 不 加 证 明 , 也 不 作 精 确 说 明 来 给 出 一 系列 例子 , 用 以 
帮助 理解 同 胚 的 直观 内 容 ， 图 中 前 面 儿 行 里 我 们 都 给 出 一 个 或 几 
个 图 形 及 与 这 些 图 形 同 胚 的 一 些 大 写字 和 母 , 

截 头 圆锥 的 表面 与 球 冠 同 胚 . 

半球 面 与 民 ” 的 闭 方块 同 胚 . 


ClyJ LMNSUVWEZ 
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当 涉及 空间 民 * 的 曲面 时 ,把 这 些 曲面 想象 为 橡皮 做 的 ， 就 能 
使 我 们 对 同 胚 有 一 个 相当 好 的 观念 ， 同 胚 这 时 就 是 这 些 茧 面 无 据 
裂 . 无 重 具 .无 贴 合 的 拉 长 压缩 变形 ， 然 而 这 种 直观 方法 可 能 是 不 
可 靠 的 , 在 任何 情况 下 , 它 都 不 能 代替 正确 的 推理 . 、 

同 石 性 证 明 的 例子 设 也 和 了 是 两 个 同 构 的 全 序 集 ，f 是 
对 到 了 的 双 射 ， 且 它 对 于 序 结构 是 同 构 ( 换 名 话说， 是 递增 双 
射 ). 那 末 , 了 对 于 下 和 了 上 的 联系 它们 的 序 的 拓扑 也 是 同 胚 . 

事实 上 , 交换 了 和 工 的 开 区 间 , 从 而 也 就 交换 它们 中 的 开 
。24 。 


集 , 因为 开 集 是 由 开 区 间 构 成 的 ， 
特殊 情形 ”映射 了 * /GT 1s) 是 民 到 ] -二 1[ 上 的 双 
射 ; 置 
一 oo) -1 fo) = -1, - 
则 这 一 肌 和 就 被 完备 化 为 民 到 [一 切 上 的 递增 双 射 于 是 具有 
序 拓扑 的 民 和 [一 1, 本 是 同 胚 的 . 
现在 我 们 证 明 -条 判断 同 胚 性 的 方便 的 -- 般 准则 ， 
”定理 为 使 空间 到 空间 了 上 的 双 射 了 是 同 胚 , 必需 且 
只 需 它 是 双方 连续 的 , 即 卫 和 广 : 都 连续 ， 
事实 上 , 了 和 :都 连续 等 价 于 任何 了 的 开 集 的 逆 旬 是 开 集 ， 
进 任 何 开 的 开 集 的 直接 得 也 是 开 集 .， ， 
例 R" 中 的 位 移 是 R" 到 R" 上 的 同 胚 ; 更 一 般 的 膨胀 变换 
i v>N+w (NFO) 
也 是 同 胚 。 
7 从 某 些 特例 的 初 略 研究 可 能 使 人 认为 , 空间 了 到 空间 
人: 工 的 任何 连续 双 射 了 都 是 双方 连续 的 ， 我 们 稍 后 将 会 看 
到 ,尽管 在 某 些 情形 确实 如 此 (参看 紧 空 间 部 分 ), 但 这 并 非 症 一 个 
一般 事 实 ， 下 面 是 几 个 例子 : : 
例 1。 了 是 实 家 线 R; 区 也 是 以 民 前 元 素 为 元 素 但 是 赋 
有 离散 拓扑 : 下 到 Y 上 的 也 射 是 恒 等 觅 话 m->w 它 显然 是 连 
续 的 ,但 并 非 双 方 连续 ， 
.2。 和 也是 R 的 两 个 子 集 ， 其 折 四 是 由 民 的 拓扑 产生 的 
话 导 拓扑 (参看 第 9 节 ); 耻 由 区 间 [0, 4[ 和 点 3. 所 和 构 成; 了 是 区 
间 [0, 巩 。 最 局 了 定义 为 : 当 w€ [0, iL, f(w) = 而 f(2) =1. 
直接 可 得 这 个 映射 是 连续 双 射 ,但 f! 在 点 1 不 连续 ， 
这 两 个 例子 足以 说 明 ， 即 使 了 是 连续 双 射 ， 由 了 使 点 “靠拢 ” 
的 事实 可 导致 .f: 不 连续 ; 更 确切 地 说 , 在 下 中 可 能 存在 这 样 的 
。 5. 


集合 4, 它 不 是 点 4 的 邻 域 , 而 /上 4) 却 是 ja) 的 邻 域 . 


8. 极限 概念 


序列 的 极限 ”定义 81 设 (@) (i=1, 2,…,n,…) 为 空间 串 
的 点 列 ， 我 们 说 , 这 个 序列 收 化 于 轧 的 点 &, 或 者 说 ，a 是 该 序列 
的 极限 , 是 指 对 于 点 4 的 任何 邻 域 亚 ,存在 整数 io, 使 得 对 于 在 何 
zs 之 éo, 有 wi EV.,. 

简 记 为 (YY, 六 EY (@)) (io, ioEN) (Vié, > 各: (mED). 
这 一 条 件 也 可 表达 为 : 对 于 点 @ 的 任何 邻 域 六 ,除了 至 多 有 限 个 
值 以 外 ,有 wwEV. 

直接 可 得 , 当 序列 (wj) 收 伍 于 g 时 ， 它 的 任何 无 限 子 列 也 收敛 
了 于. 

如 果 空 间 吾 是 任意 的 , 一 个 序列 可 能 具有 多 个 极限 点 ; 例如 ， 
当 力 的 拓扑 是 粗 拓扑 时 ， 恕 的 所 有 点 都 是 任何 点 列 (@o ven 的 极 
限 ， 

但 当 召 是 下 列 意义 下 的 分 离 空 间 时 , 我们 可 以 肯定 极限 是 唯 
一 的 ， 

定义 8-2 我 们 说 空间 恕 是 分 离 的 , 是 指 百 的 任意 两 个 不 同 
的 点 都 具有 两 个 不 相交 的 邻 域 . 

最 常用 的 空间 总 是 分 离 的 ; 例如 直线 R 就 是 分 离 的 (参看 8 1). 

在 分 离 空间 中 , 点 4 的 闭 邻 域 的 交 必 退化 为 一 点 ， 事 实 上 , 对 
于 任何 5 天 ,存在 两 个 分 别 包含 a 和 2 前 不 相交 的 开 集 co co 从 
而 Ow 是 < 的 不 包含 的 闲 邻 域 . 

特别 是 , 任何 集合 {qj 是 财 的 ,因为 它 是 它 的 所 有 闭 邻 域 的 交 . 

命题 8-3 ”分离 空 间 的 任何 点 列 至 多 只 有 一 个 极限 点 ， 

证 明 完全 是 对 R 情形 给 出 的 证 明 的 重复 . 

序列 的 附着 值 ”实数 列 四 = (一 切 "不 收敛 ， 然 而 数 工 和 一 
。26 。 


似乎 可 看 作 广义 极限 ， 对 这 个 观念 的 分 析 导致 下 列 定义 ， 

定义 8-4 设 (ao (=1, 2, …) 是 空间 召 中 的 点 列 。 我 们 说 
如 的 点 @ 是 这 个 点 列 的 阶 着 值 ,是 指 对 于 的 任何 邻 域 了 ,存在 一 
些 任意 大 的 指标 和 使 得 mEV. 

如 果 我 们 以 4, 表示 指标 jn 的 点 的 集合 , 我 们 还 可 以 说 ， 
a 是 附着 值 ,是 指 对 于 任何 ,点 4 属于 4 的 附着 集 , 

序列 (a ven 的 附着 值 集 因而 就 是 


4 站 五. 


这 个 集 合 是 闭 集 , 但 可 能 是 空 集 ; 例如 在 吕 中 ,序列 (a, 一 mn) 没有 任 
何 附 着 值 . | 

如 果 序 列 的 所 有 点 a; 都 属于 恕 的 闭 子 个 五 ,我 们 也 有 44CC; 
事实 上 4,.CF, 从 而 4,CF, 以 至 ACF. 

在 分 离 空间 中 , 如果 序列 (@0 收 伍 于 w 这 个 点 就 是 序列 唯一 
的 附着 值 ， 事实 上 , 设 53*g, 六,, Fe 为 这 两 个 点 的 不 相交 的 邻 域 ， 
于 是 存在 % 使 得 4,CVs 由 于 4, 站 Vwe 名 , 点 5 不 是 序列 的 附着 
值 . 
7 相反 , 即使 在 分 离 空 间 中 , 一 般 说 来 ,断言 “有 唯一 的 附 

著 值 的 序列 就 收敛 于 这 个 值 ” 是 不 对 的 ,例如 在 民 中 ,序列 
(4/2,2,1/8, 8,…; 1/m, %, 以 点 0 为 唯一 的 附着 值 ,但 它 并 不 
收 敏 于 0. 

注 为 了 对 序列 (oa,) 的 附着 值 集 有 更 确切 的 观念 , 我 们 站 可 以 
验证 , 它 是 两 个 集合 的 并 : 一 部 分 是 点 % 的 集合 卫 的 聚 点 集 ， 另 
一 部 分 是 序列 的 重复 点 集 ， 即 有 无 展 个 指标 @ 满足 2 一 的 点 2 
的 集合 . 

关于 滤 子 基 的 极限 与 附着 值 经 典 分 析 并 非 只 是 对 序列 定义 
极限 概念 : 例如 ,函数 vw/ (ie 十 芒 当 趋向 于 co 有 时 蒋 疝 于 和 (172 

。87 ， 


-1 办 普 m 和? 趋向 于 co 时 趋向 于 0 sinw/w 当 z 由 不 等 于 0 
的 值 趋向 于 0 时 趋向 于 1. 
我 们 即将 看 到 ， 在 上 述 例子 中 涉及 到 的 所 有 极限 概念 都 是 一 
种 一 般 概念 的 特殊 情形 . 
. 宕 义 8.5 设 恕 是 任意 集合 :- 我 们 称 刀 的 予 集 的 集合 多 为 
互 上 的 滤 子 基 , 是 指 : 
1” 对 于 任何 B1， Ba€ 少 ， 存在 BsE 乡 ,使 得 Bs Bi 站 By; 
”所 有 多 的 元 素 B 都 非 室 . 
由 这 一 定义 可 得 多 的 下限 个 元 冰 的 交 咎 是 非 空 的 
例 1° 五 ~-N, 放 的 元 素 是 驯 的 形 为 {nn 十 1， …} 的 子 集 . 
2” 至 -Ni 多 的 元 素 是 召 的 子 集 甩 ， 其 中 忆 为 使 pm 
9 多 m 的 数 对 (p; 人 的 集合 , 
3" 也 一 只 ,多 的 元 素 是 只 的 区 间 [c,， ->[. 
4 万 是 拓扑 空间 , 乡 是 如 的 点 4 的 邻 域 基 . 
- 5° 如 是 拓扑 空间 ，4 表示 ' 召 的 非 空 子 集 ，@ 表示 4 的 附着 
绍 的 元 素 是 形 为 A4NVy 的 集合 ， 其 中 六 是 4 的 任意 邻 域 (我 
们 甚至 可 要 求 玉 属于 的 邻 域 基 ). 
定义 8-6 设 f 为 集合 卫 到 拓扑 空间 了 的 映射 急 是 下 上 
的 滤 子 基 ;'5 是 了 的 点 . : 
我 们 说 了 洪 乡 收 敛 于 5( 或 有 极限 5)， 是 撒 对 于 伍 何 4 的 
坊 太 让 在 BC 名 使得 TCDcP 
这 时 记 作 
lm 一 8. 
特别 是 , 当 卫 ~ 了 , 且 丰 是 筷 到 开 的 恒 等 映 射 时 ， 我 们 就 说 
尖子 基 乡 收敛 于 5.。 
全 le 设 (@) 为 了 的 点 列 ; 我 们 以 了 表示 时 到 了 的 映射 
。 £8 。 


nm -> wy; 以 多 表 示 N 的 余 集 为 有 限 集 的 了 集 全 体 ， 于 是 定义 8.6 
重合 于 定义 8.1. 
2。 如果 总 是 拓扑 空间 ， 多 表示 玉 的 点 @ 的 令 域 全 体 , 那 玉 
f( 中 是 f 沿 多 的 极限 等 价 于 了 在 点 2 连续. 
注意 , 有 时 我 们 用 记号 limf() 来 代 痊 limf, 特别 当 jc) 有 简 
单 表达 式 以 及 了 没有 一 种 经 典 记号 时 更 是 如 此 ; 比如 对 于 初等 
数 z 一 和 vw 一 |z| 就 是 如 此 . 
命题 8.7 如 果 了 是 分 离 空间 ; 那 末 了 语 鹏 至 多 只 能 有 一 个 
极限 . 
事实 上 , 假设 了 和 所 是 f 沿 多 的 极限 ， 对 于 6， 1 的 任何 令 
域 少 ,六 ,存在 BB，B'E 坊 , 使 得 
f(B) EV, fF(B) EV. 
由 于 BNB' 非 空 , 从 而 了 (B) Nf(B') 也 非 空 ,NV 当然 更 是 
非 空 ， 因 为 了 是 分 离 空 间 , 这 仅 当 了 =b' 时 才 有 可 能 . 
定义 8-8 设 f 为 工 到 拓扑 空间 7 的 映射 , 多 是 世上 的 滤 
子 基 | 四 
”我 们 说 了 的 点 5 是 了 灌 妥 的 附着 信 ， 是 指 对 于 任何 BE 用 
和 五 的 邻 域 了 ，f(B) 与 了 相交. 
”这 竺 价 于 说 对 于 任何 BE 有, 有 8E 了 或 
ED. 
因而 这 种 了 的 集合 ( 称 为 沿 光 的 铺 着 集 ) 就 是 入 全 ， 
TB); 
它 旦 外 是 亲 的 ， 我 们 将 记 它 为 元 (8 )， 
- 正如 序列 的 情形 那样 , 可 以 验证 , 如 果 了 是 分 离 的 , 7 
交 于 包 那 未 3 是 坟 沿 用 的 唯一 的 附着 信 
特殊 情形 8-9 ”函数 在 一 点 上 的 航 限 和 附着 值 .我们 现在 候 
a 29 。 


设 于 是 拓扑 空间 ， 4 是 子 的 非 空子 集 , a€ 不 同时 又 以 多 表 示 
去 的 形 为 A4NV 的 子 集 的 集合 , 其 中 下 是 a 的 任意 邻 域 . 
于 是 我 们 说 当 w 在 4 上 趋向 于 a 时 了 有 极限 5, 是 指 
b=limf 


成 立 . 

例 如 果冻 = 民 , 4=]c, 一 [， 我们 以 je) 表示 了 治 鹤 可 
能 有 的 极限 ( 即 右 极限 ). 同样 也 可 定义 左 极限 .六 ec-) 

当 aE4, 且 1limny 存在 , 那 末 这 个 极限 在 了 分 离 时 只 可 能 是 


了 Co) 
用 同样 方式 我 们 也 可 定义 当 4“ 在 4 上 趋向 于 a 时 了 的 附着 
值 . 


9 拓扑 空间 的 子 空间 


设 刀 为 拓扑 空间 , 4 为 召 的 子 集 . 

在 4 上 所 有 可 以 定义 的 拓扑 中 ， 我 们 研究 使 4 到 加 的 恒 等 
映射 了 连续 的 拓扑 ， 吾 的 开 集 对 这 一 映射 的 逆 象 无 非 就 是 该 开 集 
与 4 的 交 ， 因 此 ,为 使 典 则 映射 了 了 连续， 必须 且 只 需 4 的 拓扑 的 
开 集 全 体 包含 所 有 这 些 交 .，- | 

然而 ， 直 接 可 知 召 的 开 集 在 4 上 的 迹 满 足 公 理 O01, 0:，0s. 
这 就 是 我 们 下 面 要 考虑 的 用 它们 来 定义 的 4 上 的 拓扑 . 

定义 9-1 对 于 拓扑 空间 如 的 任何 子 集 4, 如 果 4 被 赋 以 用 
五 的 开 集 在 4 上 的 迹 来 定义 开 集 的 拓扑 ， 那 末 称 4 为 加 的 子 空 
间 ， : 
.我们 也 说 4 的 拓扑 是 由 如 的 拓扑 所 诱导 的 , 或 者 说 是 的 扼 
扑 的 迹 . 

于 是 4 到 召 的 恒 等 映 射 是 连续 的 ， 

了 


子 空 间 上 的 闭 集 和 邻 域 设 @ 为 召 的 开 集 ， 公 式 
4-4no=4nmnOoo 
指出 子 空间 4 的 闭 集 无 非 就 是 召 的 闭 集 在 4 上 的 迹 . 

同样 , 在 子 空间 4 上 , 4 的 点 & 的 邻 域 也 就 是 集合 4NF, 其 

中 亚 是 a 在 马 中 的 邻 域 ， 
7 必须 非常 小 心 ， 瑟 的 子 空间 4 的 开 集 (相应 地 , 闭 集 ) 
不 一 定 是 恕 的 开 集 (相应 地 , 闭 集 )， 这 一 注 记 由 下 列 命题 
精确 化 : 
命题 9-2% 为 使 加 的 子 空间 4 的 任何 开 集 (相应 地 , 闭 集 ) 是 
马 的 开 集 ( 相 应 地 , 闲 集 ), 必需 且 只 需 4 是 召 上 的 开 集 (相应 地 ， 
闭 集 )、 
事实 上 ,如果 4 是 旦 上 的 开 集 , 则 马 的 任何 开 集 在 4 上 的 迹 
也 是 吾 上 的 开 集 ， 反 之 ,如 果 吾 的 任何 开 集 在 4 上 的 迹 是 如 上 
的 开 集 , 则 如 在 4 上 的 迹 也 是 开 集 , 即 4 本 身 是 开 集 . 

把 “ 开 集 ”这 一 词 换 为 “ 闭 集 ”, 我 们 就 有 平行 的 推理 . 

子 空间 的 传递 性 ”命题 9-3 设 且 为 拓扑 空间 ， 了 为 卫 的 
子 空间 ,为 了 的 子 集 ， 那 末 由 的 拓扑 和 由 了 的 拓扑 在 各 上 
诱导 的 拓扑 是 一 样 的 ， 

事实 上 , 子 空间 了 的 开 集 是 形 为 了 Nw 的 集合 ,其 中 必 是 下 
的 开 集 ， 因 此 , 对 于 由 了 的 拓扑 诱导 的 拓扑 ， 2 的 末 集 是 形 为 
Yn (Fno) 的 集合 ， 而 这 样 的 集合 无 非 就 是 多 ex 所 以 对 于 区 
的 拓扑 和 了 的 拓扑 在 Z 上 诱导 的 拓扑 , 开 集 是 一 样 的 . 

”命题 94 设 了 是 拓扑 空间 了 到 拓扑 空间 2 的 子 空间 的 
映射 : 

了 在 们 的 点 a 上 连续 ,等 价 于 把 了 看 作 子 到 了 的 映射 时 , 了 
在 w 上 连续 . 

事实 上 ,了 (w) 在 了 上 的 邻 域 是 集合 了 NY, 其 中 六 是 fa) 在 
sa。 3 。 


Z 上 的 邻 域 , 而 由 于 了 (对)CY ,我 们 有 
六 (07 天 OZnNZ). 

命题 9-5 设 了 为 空间 下 到 空间 的 映射 ， 如 果 了 在 点 a 
王 连续 , 那 末 在 含 a 的 任何 子 空间 4 上 的 限制 也 在 点 “上 连续 ， 

事实 上 , 令 9 为 了 在 4 上 的 限制 对 于 性 从 了 (a) 在 关上 徇 令 
域 了 ,有 

guUV) = ANFAT). 

因此 ， 当 让 (7) 是 4 在 子 上 的 邻 域 时 ， 9 是 “在 4 上 
的 邻 域 . 

7 -相反 ; g 在 a。 上 连续 , 而 下 在 a 上 灯 连 续 的 情况 是 有 可 

能 的 ， 例 如 , 了 是 民 到 民 的 映射 , 它 在 @ 上 为 0, 在 OG 上 
为 1 则 fF 在 民 的 所 有 点 上 不 连续 ， 和 而 了 在 Q 上 的 限制 是 连续 
的 人 7 在 OQ 上 的 限制 也 连续 ): 

尽管 如 此 ,在 一 种 重要 情形 ， 9 在 4 上 的 连续 性 等 价 于 了 的 首 
续 性 ; 这 就是 4 为 a 的 邻 域 时 的 情形 ， 事实 上 ， 这 时 如 琳 4 六 
中 ) 是 4 在 4 上 的 邻 域 , 那 末 它 同样 也 是 a 在 - 工 上 的 名 城 因此 
广 :(7) 更 是 e 在 三 上 的 邻 域 ， 

入 让 续 性 是 局 部 性 
最 ee 和 人 
“命题 #6 分 离 空 间 的 任何 子 空 间 是 分 离 的 

事实 上 , 设 如 是 分 离 空 间 福 的 于 空间 ; 对 于 任 税 名 VE4 
zx*Yy, 在 卫 十 存在 这 两 个 点 的 乐 相 交 的 邻 域 Vi Vs 集合 4NV。 
和 4; 构成 wy 在 子 空间 4 上 的 两 个 邻 域 ， 前 它们 也 不 相交 

应 用 子 空间 的 概念 是 一 种 定义 和 研究 新 拓扑 空间 的 方便 手 
段 …. 这 样 ; 任何 民 或 贸 的 子 集 * 该 赋 以 计 导 拓 盾 后 就 大 为 拓 失 

空间 . 
例如, 在 配 ' 上 由 翌 叶 = 工 定 义 的 球面 ,8,; 就 构成 一 个 非常 有 
4 3. 5 


意 允 的 子 空间 
任何 与 Si 同 胚 的 空间 称 光 (wn 一 1) 维 拓 提 下 特别 是 同 胚 于 
SP 汐 任何 空间 称 为 简章 闲 曲 线 ， . 
同样 ， 我 们 称 任何 与 ]0，1[( 相 应 地 , [0， 匡 》 辣 是 的 空间 为 
单 开 ( 相 应 地 , 闭 ) 浆 ， 
7 ”在 RR 中 任何 开 区 间 ]a， ti 全 是 同 是 的 因为 我 们 
可 以 朋 形 为 -> aw+B 的 膨胀 把 一 个 区 同 变 为 男 一 个 区 间 ; 
它们 中 的 每 一 处 也 都 与 民 同 胚 , 例如 民 到] 一 1， 1T 上 的 双 射 一 
z/(L 二 |z 卜 就 是 一 个 同 胚 ， 
”同样 还 有 , 对 于 每 个 这 样 的 区 间 ]a, 3 和 由 民 的 拓扑 请 导 的 拓 
扑 惜 辣 于 16; 5E 上 的 序 拓扑 但 是 不 应 谈 认 为 这 种 恒 周 能 氛 广 到 
只 的 任何 子 案 ; 例如 ,在 4= (0, 1[) {2} 生 这 两 种 拓扑 就 是 不 
同 的 、 通 过 于 列 陈述 , 我 们 将 刻 划 一 类 两 种 拓扑 恒 同 的 集合 
诬 字 投 天 是 全 序 集 ! 对 玉江 的 任何 广义 区 间 和， 4 上 的 序 
拓扑 恒 同 及 的 序 拓扑 在 4 上 的 迹 . 
事实 上 , 任何 序 集 4 的 并 会 间 形 为 ]w bE, ]<~, a[,]o, 一 [或 
4， 上 其 中 a, 3 表示 4 的 点 ， 既 然 这 样 的 集合 是 4 与 也 的 开 区 间 
的 交 , 因而 这 种 集合 的 并 无 非 就 是 4 与 下 的 茶 个 开 集 的 交 ， 由 此 


得 到 两 种 拓扑 恒 同 , i 

” 例 烟 ， 突 R， 加 了 可 HE 的 条 
读音 鲁 朱 外 .下 ee 4, i 和 
和 . 者 间 的 有 了 眼 乘 积 ， i 


和 面 利用 区 的 开 区 间 前 策 积 ; 定义 了 由 以 的 拓 折 

导 得 的 到 上 的 拓扑: “这 各 要 法 击 以 扩 产 汉 空 间 的 任 六 乘积 情形、 
这 虫 我们 只 研究 空间 的 有 良 弱 积 : 

设 BGG 二 1，2,…, 加 是 拓扑 葡 间 的 有 限 族 , 如 =[I 加 :人 6 一 1， 

” 萎 : = 


2，.…，m) 是 序列 z= (ca X23，… ,zn) 的 集合 ,其 中 必 E 人 已. 在 BB 上 
雇 有 可 能 的 拓扑 中 ， 我 们 将 只 考虑 使 每 个 如 到 国 的 射影 4 一 
一 Ji(z) 都 连续 的 拓扑 ， 这 一 条 件 等 于 说 对 于 每 个 开 集 wi 
集合 广 :(o), 即 乘积 
.xX XBiaX wo XxX Birix XH,, 

应 该 是 上 的 开 集 ， 因 此 , 所 有 这 种 集合 的 有 限 交 , 即 形 为 [Ia 
的 集合 以 及 所 有 这 种 形式 的 集合 的 并 ， 也 将 都 应 是 加 上 的 开 集 . 
如 果 我 们 能 够 验证 后 面 所 说 的 这 些 集 合 满足 公理 0;, 0;，0s, 那 
末 自 然 可 取 它 们 所 定义 的 拓扑 为 如上 的 拓扑 ， 

这 样 就 导致 下 列 定义 

定义 10-1 我们 称 所 有 形 为 p= 村 ow($ 一 4，2,，…， 习 的 马 
”的 集合 为 恕 一 卫 加 ;的 初等 开 集 ,其 中 co 为 为 的 任意 开 集 . 

我 们 称 任何 初等 开 集 的 并 为 召 的 开 集 . 

这 些 开 集 的 族 显 然 满足 公理 O; 和 0:。 它 也 满足 0a，， 因 为 如 
果 

4- 司 2 4~ ln, 


我 们 有 ANA= LU (pflip), 


(dR EIXE 

且 每 个 (mpb 也 是 初等 开 集 . 

因此 这 些 开 集 定义 了 召 上 的 拓扑 ， 由 构造 , 这 一 拓扑 使 得 对 
于 每 个 名 召 到 如, 上 的 射影 是 连续 映射 ， 我 们 称 被 赋 以 这 个 拓 提 
的 如 为 空间 召 , 的 拓扑 来 积 . 

例 1° 在 $4 中 我 们 已 定义 R" 上 的 折 扑 ， 那里 我 们 已 经 取 
开 方块 的 并 为 开 集 ;但 是 由 于 只 的 任何 开 集 是 开 区 间 的 并 ， 用 这 
些 开 方 块 定义 的 Re 上 的 拓扑 恒 同 于 乘积 拓扑 . 

2。 乘积 gx 只 称 为 圆柱 的 拓扑 空间 

8” 乘积 (94)" 称 为 n 维 国 环 、 
34 . 


7 对 于 及 的 科 积 如 的 任何 开 集 Q, 0 在 每 个 马 : 上 的 射 
影 是 开 集 ， 因 为 这 是 其 并 为 Q 的 初等 开 集 p 一 全 的 射影 
ci 的 并 . 

相反 , 认为 加 的 闭 集 4 的 射影 总 是 闭 集 则 是 错误 的 。 乘积 空 
闻 R? 的 闭 集 4 一 {(z, 9): my 一 1} 就 是 一 个 例子 . 

子 空间 的 乘积 “如 果 4 表示 如 , 的 子 空间 , 我 们 将 验证 ,在 4 
=JI4, 上 的 乘积 拓扑 恒 同 于 开刀 的 拓扑 在 其 子 集 4 上 诱导 的 拓 
扑 . 

特别 是 ， 对 于 任何 gE 及 (6 二 2, 8, …,mn), 空间 加 在 映射 
Zi>《Wy，42，:…， Qn) 下 同 胚 于 召 的 子 空间 BX fc XxX… Xx {0,}. 

拓扑 乘积 的 结合 律 ” 如 果 4, 8, 0 是 三 个 拓扑 空间 ， 则 在 空 
间 (4x 妃 xO( 相 应 地 ，4x(Bx0O)) 和 4xBxO 之 闻 的 一 一 典 
则 对 应 是 同 胚 

只 需 ( 见 8$5) 指 出 ， 这 一 对 应 保持 邻 域 不 变 ， 而 任何 (4 x B) 
xO 的 点 (@, 5, o) 具 有 由 集合 

(os Xeop) X wo 
组 成 的 邻 域 基 ; 任何 (4xBx0O) 的 点 (a, 玉 的 具有 由 集合 mx 
owx ws 组 成 的 邻 域 基 , 这 里 ww ow, ws 表示 由 b,c 在 4, B,O 上 
的 开 邻 域 . 由 于 集合 (oox os) Xo 与 woX wsXwo 在 一 一 典 则 映 
射 下 是 对 应 者 , 从 而 得 到 所 求 性 质 . | 

这 一 结合 律 使 我 们 可 以 简化 某 些 证 明 ， 即 这 些 证 明 上 只 需 对 两 
个 空间 的 乘积 来 进行 . . 

交换 律 ” 我 们 容易 验证 ， 拓 扑 乘积 在 例如 下 列 意 义 下 是 可 交 
换 的 : 4xB 到 xA4 上 的 典 则 双 射 (w, 几 一 (% 2) 是 同 胚 

乘积 空间 上 的 连续 映射 ”我 们 通常 用 刀 到 每 个 忆 的 坐标 映 
射 x 一 fi(z) 来 表示 空间 如 到 乘积 空间 五 =114F' 的 映射 2 一 f (2). 
由 下 列 命题 得 到 了 的 连续 性 和 六 的 连续 性 之 间 的 紧密 联系 ; 

sd 。 


命题 10-2 为 德 吾 到 有 限 乘积 五 = 开局 的 映射 在 a 上 连 
续 , 必需 且 只 需 每 个 刀 到 的 坐标 映射 f; 在 4 上 连续 . 
事实 上 ,如 果 了 在 a 上 连续 , 由 十 ;=prmof, 这 里 pr 表示 女 
到 也, 土 的 射影 运算 , 故 映 射 f, 在 wa 上 连续 ， 反 之 ,假设 每 个 让 在 
w 上 连续 ， 对 于 任何 包含 /Fo 的 尺 的 初等 开 集 o 一 上 os Jr (oa 
是 “在 刀 二 的 邻 城 因此 ,了 (wo), 即 . 
: fe (oa) 


也 是 a 的 邻 域 ， 由 于 f(a) 在 环 上 的 任何 邻 域 扩 包含 着 含 f (a) 
的 初等 开 集 w， 包含 六 (的 广 1(7) 更 是 a 的 邻 域 . 
。 例 设 w, 贡 两 个 分 别 是 妃 到 FF 的 连续 映射 ;9 (gu go) 一 
9 (Ys ya) 是 Fx Fs 到 空间 G 的 连续 映射 | 
于 是 力 到 0G 的 映射 全 一 g Gu (8); (5)1 是 连续 的 ， 
” 冬 积 空间 到 另 一 一 空间 的 映射 设 
f: (w， Wf (0, D 
为 乘积 全 x 了 到 空间 了 的 映射 
如 果 了 连续 ， 则 它 在 字 x 了 的 任何 子 空间 上 的 限制 也 连续 ; 
特别 是 对 于 任何 w€E TR, 7 在 (ex 了 ) 上 上 的 限制 连续 . 换 人 名 话说 ， 
因为 了 到 (ex 了 ) 上 的 映 册 4 一 (a 中 是 网 有 故 YY 到 的 映射 
yf la, 仍 连 续 ， 
。 这 也 就 是 说 ， 了 的 连续 性 导致 仿 史 射 ? 一 4 和 > 
fla, 衣 的 连续 性 ， 
7 但 是 反之 不 然 ; 事实 上 ， 设 民 ? 凶 到 民 的 映射 了 定义 为 1 
yto, 0 一 =0: Fe， 护 一 sgyjCoz 二 op), 当 @&, y) * (0, 0). 
直接 可 将 两 个 信 宙 记者 是 连续 的 ;但 但 了 在 0 上 不 过 续 ， 因为 例 


如 对 于 任何 20， 
和 pe. = 也 


但 0, 0). 0. 
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我 们 还 能 构造 类 似 的 例子 全 得 7 的 间断 点 的 集 在 上 处 次 
稠 . 
乘积 空间 上 的 极限 . 用 与 命题 10-2 的 同样 方式 我 们 将 证 明 
下 列 陈述 ， ， 
命题 10-8 :为 使 下 = 了 TIF, 的 点 列 (Cg 收敛 于 三 的 点 1 一 (0)， 
必需 县 只 需 对 于 任何 锯 序 列 (ww 收敛 于 
”更 一 般 地 , 设 色 是 集合 召 寺 的 沪 子 天， 一 (是 如 到 乘积 
. 拓扑 空间 了 =]T7' 的 映射 ,1 (1 为.F 的 点 ; 
可 以 验证 ， 
(1 一 一 J 办 仿 (对 于 任何 名 5 和 月， 
分 离 空间 的 乘积 
命题 104 如 果 空 间 h, 是 分 高 的 ， 郑 末 它 .人 的 季 积 及 也 是 
分 离 的 . 
| _ 显 希 只 各 对 于 两 个 空间 Di Bs 的 乘积 进行 证 明 . 
因为 当 a 和 8 是 召 的 两 个 坐标 分 别 为 (41, 02) 和 (如 ,53) 的 不 
同 点 时 ,或 者 有 天 妨 ,或 者 有 a ba, 不 妨 设 oi 关 bzy 则 瑟 ; 的 点 
a 和 2 具有 两 个 不 相交 的 邻 过 六 和 饮 。 因 此 , 点 a 和 5 也 具有 
:两 个 不 相交 的 邻 域 Fx Bi 和 镀 1 xX Ba. i 
例 ， 由 于 民 是 分 离 的 , 记 有 R" 也 是 分 离 的 :… 
所 有 R" 的 子 空间 因而 也 是 分 离 的 ,特别 是 ,9,3 是 分 离 的 ， 
”命题 10 怕 对 于 任何 分 离 空间 如 ,以 x 怪 9 的 对 外线 4 是 有 x 忆 
中 的 闭 集 . 
事实 上 , 设 (6， DE 则 万 的 不 同 点 . gu 训 可 以 有 本 个 不 相交 
“的 邻 域 玉 ,To; 乘积 VxTVs 是 (a, 切 在 吾 x 召 中 的 邻 域 ， 且 与 4 
不 相交 ,因而 ( 召 x 五 ~ 少 是 (a, 5) 的 邻 域 
4 的 余 集 是 它 的 每 一 点 的 邻 域 , 区 是 开 集 , 因 此 4 是 闭 集 . 
系 如 果 九 9 是 空间 立 到 分 离 空 闻 因 的 连续 遇 射 ， 那 末 
37 。 


满足 F(z)=9g(w) 的 郊 的 点 2 全 体 是 闭 集 . 
事实 上 , 设 有 是 天 到 如 x 加 的 映射 < 一 (f(x), g(%)); 它 是 
连续 的 ; 而 所 求 的 集合 无 非 就 是 如 +:(4)， 由 于 4 是 闭 集 , 故 这 个 集 
合 是 闭 集 . 
系 甸 如 果 了 是 空间 恕 到 分 离 空 间 也 的 连续 映 射 , 那 末了 的 
图 象 ® 在 力 x 太 中 闭 . 
事实 上 ,@@ 是 召 Xx 了 中 满足 y=f (4) 的 点 (z, 的 集合 ， 既 然 
映射 (z, 力 一 0 和 (2, 切 一 J(%) 都 是 召 Xx 五 到 到 的 连续 映射， 由 
上 述 系 , 定 是 闭 的 . 
7 必须 注意 系 2 的 道 不 成 立 ， 甚至 当 马 和 卫 都 是 分 离 的 ， 
了 的 图 和 象 仍 可 能 在 了 不 连续 时 为 闭 集 , 
例如 , 设 了 为 RR 到 的 如 下 定义 的 映射 : 
f(0) —0;f(2) —1/r, Br#0. 
f 的 图 象 是 曲线 zy 一 1~0 和 集合 {0} 的 并 , 故 是 闲 的 , 然而 
在 点 0 不 连续 . 


11. 紧 空间 


在 8 3 中 , 我 们 已 经 建立 了 只 的 有 界 闭 区 间 的 一 条 重要 人 性质， 
它 被 命名 为 Heine-Borel-Lebesgue 定理 ; 其 重要 性 在 于 , 它 能 使 
某 些 整 体 研 究 被 局 部 研究 所 代替. 

我 们 也 可 研究 其 他 具有 类 似 性 质 的 拓扑 空间 ; 比如 我 们 将 看 
到 R" 中 的 所 有 有 界 闭 集 就 有 这 种 性 质 ， ” 

这 里 我 们 将 对 具有 这 种 性 质 的 空间 进行 一 般 研 究 . 

定义 11-1 我 们 说 空间 为 是 紧 的 , 是 指 它 是 分 离 的 ,， 且 由 召 
的 任何 开 履 盖 中 都 再 选 出 有 限 子 覆 盖 . 

在 这 一 定义 中 ,条件 “ 吾 是 分 高 的 ”是 为 了 各 免 一 些 用 处 不 大 
的 空间 , 比如 有 粕 拓扑 的 空间 , 
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例 所 有 有 限 分 离 空 间 是 紧 的 . 相反 , 民 不 是 紧 空 间 ( 见 § 3). 
下 列 定 理 将 给 我 们 提供 -- 大 类 紧 空 间 ， 

熟悉 紧 性 条 件 的 多 种 等 价 形式 是 有 益 的 . 下 面 是 其 中 之 一， 

陈述 13-8 恕 分 离 , 且 由 如 的 其 交 为 空 集 的 任 一 闭 集 族 中 可 
选 出 有 同样 性 质 的 有 限 子 族 . 

这 一 条 件 是 前 面 的 定义 的 对 悄 ; 事实 上 , 如果 (GFi)jwer 是 加 的 
开 集 族 , 公式 也 一 jG 等 价 于 

~ 站 PF， 其 中 ,=09. 

现在 ,我 们 说 万 的 子 集 族 .具有 有 限 交 性 质 ,是 指 多 -的 任何 
有 限 子 族 有 非 空 交 在 这 一 约定 下 , 上 述 陈述 显然 等 价 于 下 列 

陈述 11-3 恕 分 离 , 且 如 的 任何 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 族 有 
非 空 交 . 

特别 是 我 们 可 以 叙述 : 

命题 11-4 在 紧 空 间 召 中 ,任何 按 包含 关系 为 全 序 的 非 空 闭 
集 族 有 非 空 交 ， 例 如 , 任何 递减 的 非 空 闭 集 列 有 非 空 交 ， 

事实 上 , 全 序 集 族 的 任何 有 限 子 族 具有 最 小 元 素 , 即 这 个 子 族 
的 交 , 这 里 它 是 非 空 的 . 

实 直线 不 具有 这 种 性 质 , 例如 闭 区 间 列 [mw 二 co fCn 一 1,2,…) 
有 空 的 交 ， 

命题 11-5 1° 在 紧 空 间 中 ， 任 何 点 列 至 少 具有 一 个 附着 
值 . 

2。 如 果 它 有 唯一 的 附着 信 , 则 序列 收敛 于 这 个 值 . 

1° 事实 上 ， 利 用 定义 8-4 后 用 过 葛 记 号 , 附着 值 集 是 非 空 闭 
集 ,的 递减 列 的 交 . 


”2 设 4 为 4 一 门 , 的 唯一 元 素 ， 对 于 a 的 任何 开 邻 域 7， 
闭 集 有 ,NOV 显然 有 空 集 交 ; 于 是 因为 它们 构成 递减 列 , 其 中 之 一 
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必须 是 空 集 ， 即 反 某 个 w 起 ,有 A.CV, 尤 其 是 4 ey. 

更 一 般 地 可 以 验证 ， 任 何 由 被 赋 以 滤 子 基 必 的 集合 六 到 紧 
空间 妃 的 映射 了 ”至少 有 一 个 关于 加 的 附着 值 , 且 如 果子 存 唯 一 的 
附着 值 ,就 收 笋 于 这 个 值 . 

Z 在 紧 空 间 中 ， 序列 fo) 形成 的 点 集 4 并 非 总 是 有 聚 点 

的 ; 事实 上 , 4 可 能 是 有 限 集 ， 甚 译 退 化 为 一 个 点 ， 只 要 所 

有 wm 都 恒 等 , 换 名 话说 ， 当 一 点 成 为 序列 (w) 的 附着 值 时 ， 它 或 者 
是 a, 的 集合 4 的 聚 点 ,或 者 是 与 开 腿 个 m 重合 . 

命题 11-6 《Bolzano Weierstrass 定理 的 类 似 ). 

1° 紧 空 间 记 的 任何 无 限 子 集 4 至 少 有 一 个 如 中 的 到 点 . 

2” 恕 的 任何 在 召 中 没有 到 点 的 子 集 4 是 有 限 集 ， ， 

显然 这 两 条 性 质 是 等 价 的 ; 其 中 第 二 条 性质 可 完全 间 闻 定理 
83-3 那样 证 明 . 

7 .反之 ， 不 能 断言 < 任何 其 无 限 子 集 至 少 有 有 一 共识 的 分 高 
空间 是 紧 空 间 但 是 稍 后 我 们 将 证 明 这 个 逆 命 题 对 于 距离 
空间 召 是 正确 的 . 

.命题 117 设 4 是 空间 刀 的 分 离子 宅 间 ， 

(4 A 怠 的 可 盖 4 的 开 集 族 包 含 也 覆盖 A 的 有 限 
子 族 ). 

. 证 明 EE .如果 4 紧 ， (wwer 是 B 的 覆盖 攻 用 开 集 族 则 
CAN eos 相 的 成 坚 空间 4 的 开 覆 盖 ， 因 此 存在 工 的 有 限于 集 ， 
C4neoplsev 覆盖 4 尤其 是 (wbter 也 覆盖 . 4. : 
2 :反之 假设 4 具有 第 二 条 性 质 . 设 (oo ;为 . 妈 的 覆盖 4 
的 开 集 族 ;所 次: 的 形式 为 wo: = 4nos 其 中 必 是 召 的 开 集 .- 
- wt 覆盖 4, 获 存 在 的 有 限于 集 J 使 得 (cw)ies 也 蓝 盖 4. 
既然 AN —AN( eo) -4, 


eA0» 


故 有 限 族 (oi tey 也 覆盖 4. 
这 就 恰好 指出 ， 由 4 的 任何 以 开 集 (os;) 组 成 的 覆盖 中 ， 我 们 
总 可 选 出 有 限 子 覆 盖 ; 因此 , 4 是 紧 的 . 
系 11-8 对 十 任何 @, 了 ER, 闭 区 间 [a, 外 是 紧 的 . 
这 是 定理 8-2 和 我 们 刚 证 明 的 命题 11-7 的 直接 推论 . 
系 11-9 设 召 为 分 离 空间 ,ar) 为 收敛 于 瑟 的 点 4 的 如 的 点 
列 ， 那 末 和 集合 4={g, Qi, ms，…} 是 紧 的 ， 
事实 上 ,首先 4 是 分 离 的 ; 然后 设 (w9w) 为 以 吾 的 开 集 组 成 的 
4 的 覆盖 . 则 存在 包含 & 的 oo， 这 个 开 集 是 % 的 邻 域 , 因此 除了 
至 多 有 限 个 cw，…，an 它 包 含 所 有 4%,。 而 这 有 限 个 点 又 都 分 别 
包含 在 ws,…， ws 中 ， 于 是 开 集 ou， os，…，ou 组 成 4 的 有 限 
复 盖 . 因此 4 是 紧 的 . 
现在 下 面 是 一 系列 至 关 紧 要 的 定理 . 
定理 11-10 在 紧 空 间 召 中 , 任何 点 有 闭 邻 域 基 . 
证 明 设 o 为 6 的 开 邻 域 , F 为 四 的 余 闭 集 。 如果 a 的 任何 
闭 邻 域 广 都 不 在 w 中 , 那 未 所 及 都 与 相交 , 且 由 于 六 的 族 对 
于 有 限 交 是 稳定 的 ,VY 的 族 有 有 限 交 性 质 ,， 以 至 有 非 空 交 .， 换 
名 话说 ,所 有 亚 有 公共 点 5 下 &. 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 刀 分 离 ( 见 
8--2). 从 而 存在 V 包含 在 w 中 . 
定理 入 -11 在 任何 紧 空间 召 中 ,任何 闭 子 集 是 紧 子 空间 . 
证明 为 了 简化 证 明 ， 我 们 将 利用 一 条 非常 适合 我 们 问题 的 
紧 性 判别 准则 , 比如 用 闭 集 表达 的 准则 11--3. 
设 4 在 召 中 六 《Toeer 为 空间 4 的 具有 有 限 交 性 质 的 闭 集 
族 . 
由 于 4 是 闭 的 , 全 ; 也 是 加 的 闭 集 ; 而 由 于 瑟 是 紧 的 , 邓 ; 的 
交 不 是 空 的 ,因此 4 是 紧 的 . 
定理 11-1% 在 任何 分 离 空间 召 中 ， 吾 的 任何 紧 子 空间 在 
“4dil.: 


如 中 闭 ， 

设 4 是 召 的 紧 子 空间 ， 我 们 将 指出 ,0O4 是 开 的 . 

设 zEO4， 对 于 任何 VE4， 令 和 了 琴 , 分 别 为 ze 和 Y 的 
两 个 不 相交 的 开 邻 域 ， 则 存在 开 集 环 , 的 族 的 有 限 子 族 (ws)iex 
覆盖 4. 开 集 一 门 Vs 是 vo 的 邻 域 ， 且 与 每 个 WWs 不 相交 ,从 
而 也 与 4 不 相交 ; 换 句 话说 , 了 CO4. 这样 04 是 它 的 每 一 点 的 
邻 域 , 从 而 是 开 的 . 

我 们 注意 到 , 关于 如 为 分 离 的 假设 是 本 质 的 . 例如 , 当 妞 有 
粗 拓扑 , 且 多 于 一 点 ， 则 任何 退化 为 一 点 的 召 的 子 集 是 紧 子 空间 ， 
但 它 不 是 闭 的 ， 

这 条 定理 指出 , 任何 紧 空 间 都 可 以 称 为 “绝对 闭 集 ” 因为 它 在 
所 有 包含 它 的 空间 (至 少 对 于 分 离 空间 ) 中 都 是 闭 的 , 

系 11-13( 定 理 11-11 和 11-12) ”在 任何 紧 空 间 召 中 ， 闭 子 
集 类 恒 同 寸 紧 子 集 类 . 

系 11-14 RR 的 紧 子 空间 全 体 是 民 的 有 界 闭 子 集 全 休 . 

事实 上 ， 如 果 且 是 民 的 有 界 闭 子 集 ， 则 存在 包含 他 的 区 间 
Fw 5]， 由 于 对 在 民 中 闭 ， 故 它 在 子 空间 [6， 中 中 也 是 闭 的 ,而 
[a, ] 是 紧 的 , 故 了 也 是 紧 的 . 

反之 , 如 果 邓 是 民 的 紧 子 集 , 则 对 在 R 中 闭 , 因为 R 是 分 
离 的 . 另 一 方面 , 也 有 界 是 因为 开 集 列 ] -mw n[( 其 中 %=1, 2,…) 
构成 了 的 覆盖 , 故 从 中 可 选 出 覆盖 及 的 有 限 子 列 , 其 中 最 大 的 那 
个 就 包含 忆 . 

定理 1-15 在 任何 分 离 空间 中 , 两 个 紧 集 的 并 是 紧 的 ， 紧 集 
的 任意 交 是 紧 的 . 

证 明 设 4 和 B 是 恕 的 两 个 紧 集 . 

te 由 于 如 是 分 离 的 , 故 4U B 也 分 离 ， 
,42， 


另 一 方面 (4U B) 的 任何 开 柳 盖 也 是 4 和 B 的 开 覆 盖 ， 因 
此 可 选 出 两 个 有 限 子 覆 疹 , 一 个 是 4 的 ， 田 一 个 是 B 的， 它们 合 
在 一 起 又 组 成 (4UB) 的 有 限 柳 盖 ， 因此 4U B 是 紧 的 . 

2。 如 果 (4j,er 都 是 紧 的 ， 则 它们 中 的 每 一 个 在 互 中 都 是 闭 
的 。 从 而 它们 的 交 在 召 中 闭 ， 尤其 是 在 这 些 紧 集 的 任意 一 个 4 
中 闭 。 困 此 , 这-- 交 集 是 紧 的 (定理 11-10)， 

7 显然 , 紧 集 的 无 限 族 的 并 一 般 不 是 紧 集 . 
定理 11-16 对 于 任何 紧 空 间 如 到 分 离 空 间 五 的 连 
续 映 射 ， 了 的 子 空间 /() 是 紧 的 . 

证 明 首先 (加) 分 离 ， 因 为 五 分 离 ， 然 后 ， 设 (jier 为 
f(B) 的 用 fCB) 的 开 集 组 成 的 覆盖 ， 则 f+(oo0) 构 成 如 的 开 覆 盖 ， 
从 而 由 此 可 选 出 有 限 覆 盖 ( 广 +(ob )ier， 由 于 Ji(ob) 一 oo 故 
(ww) ier 也 覆盖 f(B)， 因 此 了 (B) 是 紧 的 . 

系 11-17 紧 空间 石 到 分 离 空间 也 的 任何 连续 双 射 /是 同 
胚 ， 

只 需 指 出 f-? 连续 ， 即 对 于 任何 召 的 闭 集 肚 ，f (下 ) 在 了 中 
闭 . 

既然 了 在 紧 的 召 中 闲 , 故 它 也 是 紧 的 ; 于 是 , 它 在 分 离 的 
中 的 象 / (于 ) 是 紧 的 , 故 也 是 闭 的 . 

这 一 系 为 我 们 提供 了 由 映射 的 连续 性 和 双 射 性 可 导出 其 双方 
连续 性 ( 即 了 和 广 : 的 连续 性 ) 的 一 种 重要 情形 . 

系 11-18 紧 空间 召 上 的 任何 连续 数值 函数 是 有 界 的 ， 且 在 
五 上 达到 它 的 上 确 界 和 下 确 界 . 

设 f 为 如 到 民 上 的 连续 映射 ，7 (至 ) 是 紧 的 ， 从 而 在 民 上 为 
有 界 闭 集 , 以 至 包含 它 的 下 确 界 51 和 上 和 确 界 如， 因此 在 至 上 存在 
wi ,满足 f (1) =b;; 存在 ja, 满足 f (oo) = ba. 

特别 是 ， 当 至 上 有 jz)>0 时 ， 则 存在 >0， 使 得 在 马 

。L&d3 。 


上 有 Fo) > 
7 如 果 恕 不 是 紧 的 , 轧 上 的 连续 函数 可 以 不 是 有 界 的 , 即 
使 有 界 , 也 可 以 不 达到 它 的 上 、 下 确 界 ， 
例如 , 函数 ->% 在 民 上 不 是 有 界 的 
函数 >~> 2z/(1+ |z|) 在 民 上 有 界 ， 但 不 能 达到 它 的 两 个 确 
界 罗 
函数 "~> 1/z 在 ]0, 雪上 不 是 有 界 的 . 
函数 ->% 在 10, 1[ 上 有 界 , 但 不 能 达到 它 的 两 个 确 界 . 
系 11-19 如 果 刀 是 分 离 空间 怒 的 乘积 ， 那 末 如 的 任何 紧 
集 在 每 个 B; 上 的 射影 是 紧 的 . 
事实 上 在 每 个 恕 ,上 的 射影 是 连续 映射 
. 紧 空间 的 乘积 ”定理 11-11 和 11--16 为 我 们 提供 了 一 种 构造 
紧 空 间 的 强 有 力 的 手段 ， 下 面 是 另 一 种 手段 , 它 对 于 多 变量 函数 
的 研究 特别 方便 . 
定理 11-20 紧 空 间 的 任何 有 限 乘积 是 紧 的 ， 
证 明 ”根据 拓扑 乘积 的 结合 律 ， 只 需 指出 对 于 两 个 空间 的 滋 
积 的 定理 . 
设 召 =- 马 x 为 紧 空 间 全 和 了 的 乘积 ， 由 于 下 和 六 分 离 ， 
刀 也 分 离 (命题 10-4) . 
现在 设 (obier 为 卫 的 开 覆 盖 ， 对 于 任何 m= (w, y) E 万 , 存 
在 徊 E 了 使 得 mE co 于 是 存在 和 9 在 并 和 了 中 的 开 邻 域 
Fw 和 Ww 使 得 VxWanCoes 令 Un=Vn XWn. 
既然 对 于 任何 woE 节 , 忠 x 工 的 子 集 了 o=aoxz 与 了 同 胚 ， 
故 也 是 紧 的 . 
(Dm) mey, 构成 了 的 开 覆 盖 , 由 此 可 选 出 有 限 覆 盖 
CUm)iez， 其 中 xj 一 (x0, Yj),， 
。 44 。 


辟 Pes, 一 门 bs 
jt 


这 是 x 的 开 邻 域 , 且 显 然 有 
(J! ci 二 三 。 x Y. 
jEJ 


六 构成 卫 的 开 覆 盖 , 由 此 可 选 出 有 限 覆盖 .每 个 对 应 的 m 
(共有 限 个 ) 与 开 集 wi 的 子 族 (wu.,) 相 联系 ; 这 些 族 的 并 是 覆盖 也 
的 有 限 族 . 

系 112%1 R* 的 紧 子 空间 是 邹 的 有 界 闭 子 集 (4 称 为 在 R" 
中 有 界 , 是 指 它 包 含 在 某 个 有 有 界 基 的 方块 中 ). 

事实 上 , 如 果 和 是 Rr" 的 紧 集 ; 则 它 在 R" 中 闭 ， 另 一 方面 4 
在 每 一 因子 空间 只 上 的 射影 是 紧 的 , 故 它 包 含 在 某 个 有 界 区 间 中 ， 
因此 4 包含 在 某 个 有 有 界 基 的 方块 中 . 

反之 , 如 果 4 是 有 界 闭 集 ,， 即 它 是 紧 区 间 [o， 刀 的 有 限 乘积 
的 闭 子 集 ; 这 祥 的 乘积 是 紧 的 , 故 4 也 是 紧 的 . 

例 ”R" 的 球面 是 有 界 闭 集 , 故 也 是 紧 的 。 由 此 得 到 圆 环 (S1)? 
也 是 紧 的 ， 

拓扑 空间 的 相对 紧 集 我 们 已 经 看 到 Re 的 紧 集 无 非 就 是 R" 
的 有 界 闭 集 ; 既然 R" 的 任何 有 界 子 集 有 有 界 闵 包 # 从 而 可 知 R" 中 
的 有 界 集 与 民 中 的 有 紧 闭 包 的 集合 是 一 回 事 ， 

同 祥 ,在 任意 的 拓扑 空间 中 ,我 们 可 以 期 望 ,起 着 有 界 集 的 作 
用 的 集合 就 是 具有 紧 闭 包 的 那 种 集合 . 我 们 给 这 和 全 全 
名 称 . 

定义 11 22 我 们 说 拓扑 空间 召 的 子 集 4 是 相 对 紧 的 ， 是 指 
它 的 闭 包 4 是 紧 的 . 

很 明显 , 这 个 定义 不 是 对 于 4 的 拓扑 而 言 的 , 而 只 是 对 于 (4， 
互 ) 这 一 对 而 言 的 ; 例如 区 间 ]0，+[ 在 R 中 是 相对 紧 的 ， 但 在 其 日 
身 中 则 不 是 . 

“ 


下 面 是 几 条 直接 的 注 质 : 

1e 如 凡 4 在 恕 中 相对 紧 , 那 末 4 的 任何 子 集 也 相对 紧 . 

2。 紧 空间 如 的 任何 子 集 是 相对 紧 的 ， 

3 如果 4/，4s,…，4, 在 分 离 空间 恕 中 是 相对 紧 的 ， 那 末 
它们 的 并 也 相对 紧 . 

4° 召 的 相对 紧 集 4 的 任何 点 列 在 召 中 至 少 有 一 个 附着 值 , 


1、 局 部 紧 空间 ; 紧 化 

有 许多 空间 其 本 身 并 不 紧 ,但 它 的 局 部 可 看 作 紧 空间 ; R 就 是 
这 样 的 例子 ， 确 切 地 说 , 

定义 19-1 我 们 称 分 离 空 间 如 为 局 部 紧 空 间 ,是 指 它 的 每 一 
点 至 少 有 一 个 紧邻 域 

例 1。 任何 紧 空间 是 局 部 紧 的 . 

2。 任何 离散 拓扑 空间 是 局 部 紧 的 (例如 卫 ). 

8。 直线 只 是 局 部 紧 的 ; 事实 上 ， 首 先 R 是 分 离 的 ， 其次， 对 
于 任何 zER, 存在 w 5ER, 使 得 a<w<5, 且 [w, 外 是 4 的 紧 
域 . 本 

此 外 , 我 们 知道 R 不 是 紧 的 . 

4 RR 的 子 空间 @Q 既 不 是 紧 的 ， 也 不 是 局 部 紧 的 ; 事实 上 ， 例 
如 假设 0 在 Q 中 有 紧邻 域 V 则 0 的 邻 域 包含 形 为 Qn [4 
加 的 子 邻 域 ; 由 于 后 者 在 @ 中 闭 , 集合 4 一 Q@n [一 中 将 也 是 紧 
的 ; 然而 这 明显 是 不 成 立 的 , 因为 对 于 任何 无 理 数 =E fw 品 , 闭 
集 4Nn[ 4 十 ,z+ 二 | 的 递 碱 列 有 空 的 交 . 

命题 12-2 在 局 部 紧 空 间 中 , 任何 点 有 紧邻 域 基 

证 明 事实 上 , 在 局 部 紧 的 妃 中 , 设 为 点 4 的 开 邻 域 ， 由 
假设 ,a 有 紧邻 域 ， 在 紧 空间 KK 中 ，w 有 闭 以 至 紧 的 邻 域 上 也 
。&6 ，。 


含 在 尼 no 中 ( 见 11-10)， 然而 也 是 @ 在 召 中 的 邻 域 ,因为 天 
也 是 , 故 这 就 是 所 求 的 紧邻 域 
下 向 的 一 些 命题 为 我 们 提供 了 构造 局 部 紧 空间 的 有 力 方 法 . 
命题 12-3 局 部 紧 空 间 的 任何 闭 子 集 是 局 部 紧 的 
证 明 设 召 为 局 部 紧 空间 ,4 为 召 的 闭 子 集 . 任何 E44 在 
刀 中 有 紧邻 域 耿 ， 集合 六 4 在 六 中 闭 , 故 也 是 紧 的 ;由 于 这 是 
2 在 4 中 的 一 个 邻 瑾 , 故 说 明 这 点 在 4 中 有 紧邻 域 ， 最 后 , 4 是 
分 离 的 ,因为 它 包 合 在 分 离 空 间 如 中 ; 从 而 它 就 是 局 部 紧 的 . 
例 任何 民 " 的 代数 流 形 是 局 部 紧 的 . 
命题 123-4 如 果 和 女 和 BB 是 分 离 空 间 的 两 个 局 部 紧 子 空间 ， 
那 末 它 们 的 交 也 是 局 部 紧 的 ， 
证 明 首先 4 7B 是 分 离 的 ; 其次, 对 于 任何 wE€4NB 存在 
4% 的 两 个 紧邻 域 广 和 玉 ， 分 别 在 和 和 如 中 , 集合 让 人 |W 是 4 在 
4n8 中 的 邻 域 , 是 它 是 紧 的 , 
7 相反 ,4 和 BB 的 并 可 以 不 是 局 部 紧 的 . 例如 设 4 为 民 * 
的 由 满足 +>>0 的 点 (%, 四 组 成 的 子 集 ; 又 设 B={(0, 0)}; 
集合 4UB 不 是 局 部 紧 的 ， 因 为 点 (0, 0) 在 4AUB 中 没有 任何 紧 
邻 域 
命题 12-5 局 部 紧 空 间 的 任何 有 限 乘积 也 是 局 部 紧 的 . 
证 明 显然 只 需 对 两 个 空间 4, B 来 证 实 这 个 论点 . 
由 于 4 了 都 是 分 离 的 , 故 4x 瑟 也 分 离 
另 一 方面 , 对 于 任何 (z, y)E4xB, 点 v2 和 yy/ 分别 在 4, B 中 
有 紧邻 域 三 不 .乘积 矿 x 丈 是 (cz 3) 的 所 求 紧邻 域 . 
例 空间 R" 和 SixR 是 局 部 紧 的 . 
7。 定理 11-16 对 于 局 帮 权 室 间 没有 相 认 的 结果 执 名 证 
说 ， 不 能 错误 地 认为 : “任何 可 作为 局 部 紧 空间 的 连续 映射 
的 象 的 分 离 裤 间 还 是 局 部 紧 的 ”。 
,用 ， 


例如 , Q 是 可 数 的 , 故 存在 Z 到 Q 的 满 射 n>f(w); 因为 己 离 
散 , 则 了 连续， 然而 @ 不 是 局 部 紧 的 , 尽管 Z 是 局 部 紧 的 . 

命题 13-6 设 召 是 局 部 紧 空 间 , 但 不 是 紧 的 , 为 畏 上 的 连 
续 数 值 函 数 , 满足 

lim f (2) 一 十 co. 
(其 意义 为 对 于 任 铝 h>0, 存 在 紧 集 KKCB, 使 得 在 玉 以 外 ， 
f (oz) > 办 ) ， 

那 末 有 下 界 , 且 达 到 它 的 下 确 界 , 

证 明 设 w 为 五 的 任意 点 , 疡 为 大 于 Ja) 的 数 ， 

由 假设 , 存在 紧 集 玉 斑 妃 , 满足 在 下 外 有 (zm)>h. 在 五 
上 的 限制 是 连续 的 ,于 是 在 KK 的 点 2 达到 下 确 界 mm。 

对 于 任何 % 持 下 ,有 

f(%)>h>f (a) >m . 

对 于 任何 wEK, 有 

(2)>m. 

因此 m% 是 f 在 及 上 的 下 确 界 , 且 它 在 点 5 上 被 达到 . 

注意 ,使 f(x) =m 的 ww 的 集合 是 闭 集 , 且 包 含 在 下 中; 因此， 
这 是 一 个 紧 集 . 

我 们 可 以 用 类 似 的 方式 证 明 , 对 于 召 上 的 任何 连续 数值 函数 
f,， 如 果 当 z 一 co 时 ( 即 沿 由 如 的 紧 集 的 余 集 组 成 的 滤 子 基 ) 它 趋 
向 于 有 限 值 1, 那 末 它 有 界 , 且 达 到 它 的 不 同 于 了 的确 界 ， 

例 12-7 D' Alembert-Gauss 定理 设 P(z) 为 的 任意 复 
系数 多 项 式 , 其 次 数 >0. 数值 函数 * 一 | 了 (2)| 在 复 平面 C 上 连续 ; 
另 一 方面 , 如 果 卫 (一 aw2r 十 Qn 十:… 4 十 oo( 其 中 心头 0), 则 
对 于 任何 ?天 0, 我 们 可 把 它 写成 

IPC)|= | | x |zl" x |io /0gt+ on a/@ + tao/ase" |)" 
DD 原 书 作 [as] xls|*x 11+ayzTay2 十 … 二 as/sr|， 有 误 ， 一 - 译 者 注 
48* 
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因此 ， 当 & 一 > oo 时 ， | 了 PC |-> 二 ec， 

命题 12-6 的 假设 都 满足 ， 从 而 可 以 肯定 | 也 ( 的 | 在 某 一 点 
达到 它 的 下 确 界 . 
”我们 将 证 明 了 (zo) 一 0; 为 此 , 置 *~ so 十 由 我 们 有 ， 

PC(z)=P(g0t+w) = 00+ owt + en, 

我 们 要 证 明 0c6。=0. 假设 co 天 U, 且 oy 为 co 以 后 的 第 一 个 非 零 
系数 (p<n). 

如 果 和 表示 方程 


+0 
Cp 


的 某 个 根 , 由 令 w=%w, 则 多 项 式 了 P(z) 变 为 , 
P(z)=co[l—%?— v8(v)], 

其 中 s(w) 随 % 趋向 于 0. 

对 于 任何 满足 0<v<1 的 实数 v, 有 

| 了 2)1< eol [1%) +or le (wv)|] = |eol fi— we(1—|s() 0))]; 

因此 ,只 要 % 小 到 使 le (%) | 过 1, 就 有 |P(Cz) 二 |eco|， 这 样 由 假 
设 co#0 导 得 矛盾 ; 总 之 , 任何 次 数 >0 的 多 项 式 P(z) 至少 有 一 个 
根 . 

无 限 远 点 和 紧 化 ”在 命题 12-6 的 陈述 中 , 表达 式 sz -> co 不 
仅 是 一 种 方便 的 说 法 ， 事 实 上 ,我们 可 以 指出 ,对 于 任何 局 部 紧 但 
非 紧 的 空间 五 ， 总 可 在 瑟 上 附加 一 个 称 为 如 的 无 限 远 点 的 补充 
点 w， 并 对 集合 加 U {wo} 赋 以 一 种 使 其 成 为 紧 空 间 的 拓扑 (而 且 这 
种 拓扑 是 唯一 的 ), 而 它 在 如上 的 迹 就 是 原来 的 拓扑 ; 这 就 使 上 述 
说 法 变 为 精确 的 了 . 

更 一 般 地 ， 我 们 还 可 试图 求 出 使 刀 成 为 其 处 处 稠 子 空间 的 紧 
空间 名 (办 -=- 思 的 点 于 是 都 可 解释 为 如 的 无 限 远 点 ， 这 种 空间 
让 实现 了 所 谓 召 的 紧 化 . 
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根据 分 析 或 几何 的 各 种 需要 ， 我 们 就 会 时 而 对 这 祥 那 岩 的 演 
化 感 兴趣 ; 例如 在 射影 几何 中 所 用 的 R" 的 紧 化 是 被 称 为 吨 维 丑 影 
空间 的 紧 空间 P,, 它 等 同 于 R"1 的 被 赋 以 适当 拓扑 的 通过 0 的 
直线 全 体 . 

我 们 在 这 里 只 研究 两 个 简单 的 例子 ， 

12 8 R" 通过 一 个 无 限 远 点 的 紧 化 由 


p> 2 
Iz 


定义 的 Ri 中 的 极点 为 0、 考 为 1 的 反 演 是 R"+1- {0} 到 自身 
的 同 胚 ， 

它 把 民 "* 的 超 平 面 sr1=1 变 为 8 二 {0}, 其 中 8S 是 R"! 的 直 
径 为 (0，4) 的 球面 ,这 里 令 4 为 点 (0, 0, …, 0, 1)， 

由 于 R" 到 R"+1 上 的 超 平面 的 典 则 映射 g: (zt xa, …, ar) 一 
《wa，…， ao 了 是 同 胚 ， 故 民 "到 8-{0 上 的 双 射 feg 也 是 同 
胚 ， 如 果 由 这 个 同 胚 我 们 把 Re 和 8 一 {0} 看 作 一 样 ， 那 末 球 8 就 
实现 了 所 求 的 氏 ' 的 紧 化 ; 它 唯一 的 无 限 远 点 是 点 0. 

对 于 ”= 二 S 是 贺 周 . 

对 于 w=2, 5S 是 二 维 球面 ， 当 我 们 把 民 : 与 C 看 作 一 样 时 ,我 
们 称 它 为 Riemann 球面 ; 它 在 研究 复 平面 时 非常 有 用 , 特别 是 因 
为 同 胚 /fog 保持 角度 不 变 (我 们 称 它 为 “ 保 形 的 ”). 

129 完成 直线 民 ”我们 刚才 把 民 通 过 一 个 无 限 远 点 来 紧 化 . 
-在 分 析 中 利用 另 一 种 紧 化 也 是 方便 的 . 在 8 5 中 , 我们 已 经 定义 了 
完成 直线 民 , 目 在 $7 中 也 已 指出 , 下 与 被 研 以 序 拓扑 的 [一 1, 本 
同 胚 . 

另 一 方面 , 由 于 [一 1, 习 是 区 间 , 故 它 的 开 区 间 是 民 的 开 区 间 
的 迹 ; 因此 , [一 1, 1 的 序 拓扑 恒 同 于 由 中 的 拓扑 诱导 的 拓扑 从 
而 [一 1, 妨 是 紧 的 , 故 民 同样 也 是 紧 的 ， 
ss 0 


此 外 ， 由 RR 在 其 子 空间 R 了 诱导 的 拓扑 恒 同 于 民 康 来 的 拓 
扑 : 因此 只 恰好 构成 民 的 一 种 紧 化 . 

民 的 任何 非 空子 集 羡 有 上 、 下 确 界 ， 因 为 这 在 [一 1 11 中 二 
成 立 的 ; 当 反 为 闭 集 时 , 这 两 个 确 界 属于 了. 

+ce 在 只 上 的 邻 域 基 可 由 区 间 [mn，+ce] 或 ]w +eo] 组 成 
(其 中 %EN); 对 于 一 co 有 类 似 的 陈述 . 


13. 连 通 性 

我 们 将 试图 确切 说 明 这 样 的 直观 思想 : [0, 1 U [2, 归 这 样 的 
集合 可 说 成 是 有 两 块 ,而 [0, 已 则 只 有 一 块 . 

当 拓扑 空间 及 的 两 个 子 集 4, 召 包 含 在 如 的 两 个 不 相交 的 
闭 集 中 时 , 就 认为 它们 在 如 中 完全 分 离 那 是 十 分 自然 的 ; 注意 到 
这 点 ， 我 们 就 有 下 列 精确 的 定义 : 

定义 18-1 我 们 说 拓扑 空间 如 是 连通 的 , 是 指 不 存在 任何 把 
再 分 为 两 个 非 空间 子 集 的 分 划 . 

这 一 性 质 ( 通 过 对 偶 ) 最 然 等 价 于 下 列 性 质 中 的 每 一 条 : 

13-2 不 存在 任何 把 召 分 为 两 个 非 空 开 子 集 的 分 划 . 

13-3 马 的 同时 是 开 集 和 闭 集 的 子 集 只 有 忌 和 纪 . 

我 们 说 空间 召 的 子 集 4 是 连通 的 , 是 指 召 的 子 空间 4 是 连 
通 的 . 

例 1° 稍 后 在 研究 距离 空间 时 我 们 将 证 明 ，R (以 至 民 的 任 
何 区 间 ) 是 连通 的 ; 暂时 我 们 先 承 认 它 . 

2” 相反 , 有理数 集 @ 不 是 连通 的 ; 更 一 般 地 可 指出 , 如 果 民 
的 子 集 4 不 是 区 间 , 它 就 不 连通 ; 事实 上 , 这 时 存在 两 个 不 同 的 点 
%, YE4, 使 得 [内 信 4 于 是 存在 点 45eE [sw, 中 使 得 go 生 4， 非 空 
集合 4n < a[ 各 4N1a, 一 [在 44 中 都 是 开 的 ,这 就 构成 一 种 分 
划 ; 因此 4 不 是 连通 的 ， 
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总 之 , 民 中 仅 有 的 连通 子 集 是 区 间 . 

定理 13-4 设 工 ,了 为 拓扑 空间 如 的 两 个 互 余 子 集 ,4 为 盏 
的 连通 子 集 . 

如 果 和 4 与 邯 和 Y 都 相交 , 那 末 4 也 与 它们 的 边界 相交 . 

证 明 六 六 与 卫 , 六 的 边界 万 组 成 妃 的 一 种 分 划 因此 ， 
当 4 与 了 不 相交 时 , 定 4 和 了 由 4 就 构成 4 的 分 成 两 个 非 空 
相对 开 集 的 分 划 ， 这 是 不 可 能 的 ,因为 4 连通 . 

现在 下 面 是 某 些 通常 可 用 来 证 明 集合 连通 的 定理 . 

定理 43-5 设 (4i)ici 是 刀 的 连通 子 集 族 ， 如 果 这 一 族 的 交 
非 空 , 那 示 它们 的 并 是 连通 的 ， 

证 明 禾 4 一 J4。 考 记 4 的 任何 分 成 两 个 开 集 0: 和 0 


的 分 划 ， 对 于 任何 名 4;n Os 和 4; 站 0s 是 相对 于 4, 的 开 集 ,而 由 
于 4 连通 , 两 者 之 一 必定 是 空 的 ， 因 此 ,任何 4 或 者 在 0 中 ,或 
者 在 0。 中， 既然 所 有 4 至 少 有 一 个 公共 点 om 不 妨 设 它 属于 Ou 
那 末 0; 包含 所 有 44, 且 0; 是 空 的 ; 因此 4 是 连通 的 

例 ”R" 的 任何 凸 子 集 w 了 是 连通 的 ， 事 实 上 ， 对 于 任何 4€ 
,了 了 是 包含 4 的 线段 的 并 , 这 些 线段 的 每 一 个 都 是 连通 的 , 因为 
它们 都 同 胚 于 [o, 4. 

特别 是 R". 任 何 R" 的 开 或 闭 方块 .任何 R" 的 开 或 闭 球 , 都 是 
连通 的 . 

定理 18-6 任何 连通 集 的 闭 包 是 连通 的 . 
证 明 设 4 为 空间 用 的 连通 子 集 ， 对 于 万 的 分 为 了 上 的 两 
个 开课 O01 和 0 的 任何 分 划 都 对 应 有 4 的 分 为 4 上 的 两 个 开 集 
4n0r 和 4nOs 的 分 划 ， 既 然 4 是 连通 的 , 其 中 之 一 例如 4nO 
是 空 的 ， 由 于 4 在 了 上 处 处 舟 ， 故 集 合 0% 也 是 空 的 ， 因 此 


*) Re (以 及 一 般 的 实 线性 空间 ) 的: 子 集 二 称 为 目的 ， 是 指 对 于 任何 多， 6 
和 E [0, 1], 有 线段 {TY: 2 一 (1 一 入 十 ta 入 E50; 1]}C 及 。 译 者 注 
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《4 是 连通 的 . 

类 似 的 证 明 可 指出 , 任何 满足 4CBcC 玉 的 如 也 是 连通 的 . 

例 任何 民 "*i 的 球面 同 胚 于 在 $ 12 中 对 于 R" 的 紧 化 用 过 的 
R"+1 的 球面 Bi， 既然 8 是 同 胚 于 R" 的 子 空间 的 闭 包 , 由 Bo" 是 连 
通 的 ,8 也 连通 ， 因 此 任何 球面 是 连通 的 . 

定理 18-7 ”连通 空间 的 任何 连续 象 是 连通 的 . 

证 明 设 f 是 连通 空间 五 到 下 上 的 连续 满 射 。 对 于 万 的 任 
何 既 开 又 闭 的 子 集 部 ， 广 !( 卫 ) 在 召 上 也 是 既 开 又 闭 的 ,因此 这 是 
召 或 ;而 息 =jF3( 瑟 ))， 故 总 一 严 或 Ci 即 卫 连通 

定义 13-8 我们 称 任 何 连通 紧 空间 为 连续 统 . 

由 定理 11 16 和 18 7, 任何 是 连续 统 的 连续 象 的 分 离 空 间 
是 连续 统 . 

在 研究 距离 空间 时 , 我 们 将 证 明 距离 连续 统 的 一 条 性 质 , 它 将 
使 连通 性 的 概念 更 为 直观 . 

例 1° 民 的 区 间 [ 一 1 连 是 连续 统 ; 因此 民 也 是 连续 统 ; 

2 对 于 Re 的 任何 有 界 连 通 子 集 也, 闷 是 连通 紧 集 ， 从 而 是 
连续 统 . 

例如 ,]0, 刁 到 民 的 上 映射 "一 sin l/z 的 图 象 卫 是 ]0, 条 的 连 
续 象 , 因此 这 是 R* 的 连通 子 集 ; 它 的 闭 包 ， 即 卫 与 区 间 0x [一 1 
匡 的 并 是 连续 统 . 

在 拓扑 学 中 我 们 经 常 利 用 这 一 连续 统 来 制作 一 些 反例 . 

定义 13-9 ”我 们 称 空间 如 的 任何 连通 开 子 集 了 为 加 的 区 
域 . 

命题 13-10 ”为 使 R* 的 开 子 集 妃 是 区 域 ， 必 须 且 只 澳 刀 的 
任意 两 点 p 和 g 都 在 一 条 包含 在 DD 中 的 其 边 平行 于 坐标 办 的 折 
线 上 . 

证 明 设 (@ 82,…, 4y) 为 R" 的 点 列 ， 其 中 每 一 条 线段 La, 
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mi (< 都 平行 于 FR 的 某 一 坐标 轴 、 通 过 递 推 直 接 由 定理 18- 
5 可 得 , 由 这 些 线段 的 并 组 成 的 折线 是 连通 的 . 

于 是 如 果 对 于 任何 p，g < 7， 这 两 个 点 都 属于 某 条 包含 在 刀 
中 的 这 种 折线 ,固定 bp, 而 使 q 遍历 D, 我 们 看 到 也 是 包含 wp 的 折 
线 的 并 ; 因此 DD 基 连 通 的 . 

有 反之, 设 也 连通 ， 对 于 任何 z, yED, 我 们 用 zw~y 表示 这 两 
个 点 是 某 条 上 述 类 型 的 折线 的 端点 ， 直接 可 得 关系 ~ 是 号 中 的 
等 价 关系 , 且 每 一 等 价 类 都 是 开 集 (因为 对 于 任何 DD 中 的 包 合 w 的 
开 方块 中 的 点 y, 有 ~g); 彰 这 样 的 类 只 能 是 唯一 的 , 否则 DD 就 
会 有 分 成 两 个 非 空 开 集 的 分 划 ( 例 如 , 一 个 是 等 价 类 之 一 , 另 一 个 
是 其 他 等 价 类 的 并 ); 换 句 话说 ,对 于 任何 2, yED, 有 w~y， 

例 在 Pr" 中 ,任何 开 球 .任何 开 方 块 .任何 闭 球 或 任何 闭 方块 
的 余 集 都 是 区 域 . 

空间 的 连通 成 分 “我 们 现在 可 以 把 非 连通 空间 的 “ 块 > 的 模糊 
概念 精确 化 , 以 研究 非 连通 空间 的 结构 . 

定义 18-11 对 于 空间 如 的 任何 点 =， 我 们 称 召 的 含 z 的 连 
通 子 集 的 并 O(z) 为 = 的 连通 成 分 . 

由 定理 13-5 0 (w) 是 连通 集 ; 另 一 方面 ,由 于 GCz) 也 是 连通 
的 ， 且 由 构造 ，0(w) 是 卫 的 含 w 的 最 大 连通 子 集 ， 故 有 0O(w) = 
O00), 换 句 话说 ,0 (zw) 是 闭 的 . 

如 果 v1 与 za 属于 同一 连通 子 集 , 则 记 为 2~wo, 在 如 上 这 样 
的 二 元 关系 显然 是 等 价 关 系 . 既然 对 于 任何 wm O(z) 是 合 4 的 等 价 
类 ， 则 集合 O(z) 也 可 定义 为 上 述 等 价 关 系 所 联系 的 等 价 类 ， 这 
就 是 为 什么 我 们 把 它们 称 为 如 的 连通 成 分 . 

例 1° 如 果 恕 连通 , 那 末 只 有 一 个 连通 成 分 , 即 恕 本身. 

2” 在 空间 @ 中 ， 任 何 连通 子 集 归结 为 一 点 ， 于 是 对 于 任何 
EQ, Oz) = {2}. 
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3° 在 R= {0} 中 , 连通 成 分 为 ] ~ co，0[ 和 ]0，co[. 

4。 在 R? 中 , 子 空间 @xR 有 连通 成 分 为 直线 zxR， 其 中 
EQ. 

5。 在 Ra 中， 由 双 曲 线 sy 一 1 和 它 的 渐 近 线 的 并 构成 的 子 空 
间 共 有 三 个 连通 成 分 . 

局 人 名 连通 空间 “定义 13-1 我 们 说 空间 马 在 五 的 点 2 上 
局 部 连通 ,是 指 z 有 连通 邻 域 基 . 

我 们 说 刀 局 部 连通 , 是 指 它 在 每 一 点 上 局 部 连通 . 

例 1e RR 和 R 的 任何 区 间 都 是 局 部 连通 的 . 

2。 更 一 般 地 ，R" 的 任何 凸 子 集 4 是 局 部 连通 的 ; 事实 上 , 任 
何 点 %E 4 有 由 4 与 含 2 的 R" 的 开 方块 的 交 所 组 成 的 凸 邻 域 基 ， 

3。 工 是 局 部 连通 的 . 

4。 相反 , Q 不 在 任何 点 上 局 部 连通 . 

命题 13-13 ”如 局 部 连通 等 价 于 对 于 刁 的 任何 开 集 o，@ 的 
连通 成 分 都 是 开 的 ， 

证 明 le 设 万 局 部 连通 ; o 为 如 的 开 集 ;OC 为 四 的 一 个 连 
通 成 分 . 

对 于 任何 wxEO, 存在 包 侣 在 w 中 的 "的 连通 邻 域 7; 我 们 显 
然 有 C0, 因 此 0 是 % 的 邻 域 ， 由 于 0 是 它 的 每 一 点 的 邻 域 , 故 
它 是 开 的 . 

2。 反之， 假设 恕 的 任何 开 集 的 任何 连通 成 分 都 是 开 的 ， 对 
于 任何 wE 加 和 任何 % 的 邻 域 玉 , 含 的 三 的 连通 成 分 O 是 开 的 ; 
因此 0 是 我 们 所 求 的 包含 在 六 中 的 w 的 连通 成 分 . 

例 1 由 于 民 是 局 部 连通 的 ， 对 于 任何 闭 集 CR, OZ 的 
连通 成 分 是 开 的 ， 于 是 这 是 些 开 区 间 ; 这 种 区 间 的 两 个 端点 属于 
F。 

由 于 每 个 这 样 的 区 间 至 少 包含 一 个 有 理 数 , 县 它们 都 不 相交 ， 
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故 它们 的 个 数 是 有 限 或 可 数 无 限 的 . 

2° 命题 18-18 提供 的 准则 对 于 指出 一 个 空间 不 是 局 部 连通 
的 , 常常 是 很 方便 的 . 

例如 , 考虑 定义 18-8 的 例 2 中 所 定义 的 连续 统 荆 . 设 上 是 工 
的 定义 为 w= 工 站 (Rx] 一 1/2,1/2[) 的 开 集 ,ww 的 连通 成 分 之 一 是 
区 间 0x1 一 1/2, 1/2[, 它 在 工 中 不 是 开 集 ; 因此 7 不 是 局 部 连通 
的 (尽管 它 在 工 的 所 有 点 上 是 局 部 连通 的 ). 

弧 连 遂 性 ”在 许多 数学 分 支 
中 ， 我 们 只 利用 一 种 非常 正规 的 
连通 空间 ; 例如 ,在 微分 几何 中 ， 
所 利用 的 空间 一 般 总 是 局 部 同 胚 
于 色 或 R" 的 闭 半空 间 ， 这 样 ， 
利用 弧 连 通 的 概念 是 方便 的 : 

定义 18-14 ”我们 说 空间 
获 连 通 ， 是 措 对 于 任何 w 5E 加 , 存在 展 的 区 间 [x, B81 到 召 的 连 
续 映 射 ,使 得 f(@) 一 ao, f( 6) ==b. 

我 们 说 五 局 部 弧 连通 ,是 指 避 的 任何 点 有 弧 连 通 邻 域 基 . 

由 于 区 间 [a, 月 的 连续 象 是 连通 的 , 显然 , 任何 张 连通 空间 是 
连通 的 ; 但 反之 不 成 立 ( 可 以 对 上 面 例 2 的 连续 统 荆 进行 验证 ). 

同样 , 任何 局 部 驱 连 通 空间 是 局 部 连通 的 . 

“ 弧 连 通 ” 的 说 法 来 自 : 如 果 存 在 民 前 区 间 [w 处 到 瑟 的 连续 
映射 了 ,使 得 fo) ==&, fC(B) = 一 2( 其 中 g 关 轨 ， 那 末 在 Je，B]) 上 
也 存在 端点 为 a,b 的 简单 弧 . 但 这 后 一 性 质 (并 非 显然) 用 得 很 人 ， 
原因 在 于 : 

设 w 8B, YER, 且 a<B<Y;f 为 [w 1 到 如 的 上 映射; 如 果 上 
在 [a, 8] 和 [8B,yY] 上 的 限制 是 连续 的 , 那 末了 也 连续 ， 相 反 , 如 果 
我 们 此 外 还 要 求 在 [a, 8B] 和 LB, 7] 上 是 双 射 ， 那 来 它 并 不 能 导 
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至 在 ta, 7] 上 也 是 双 射 。 利用 简单 弧 连 通 的 定义 内 而 缺乏 灵活 
性 . 
例 13-15 1。 Rr" 的 任何 区 域 是 弧 连 道 和 局 部 弧 连 道 的 . 
2。 FR* 的 任何 西子 集 也 一 样 . . 
ge 设 万 为 连通 空间 如果 刀 局 部 弧 连 通 ， 那 末 它 也 弧 连 通 

(照搬 命题 13 10 的 证 明 ). 

微分 几何 中 研究 的 局 部 Euclide 流 形 就 是 这 种 情形 . 

下 列 性 质 可 以 作为 练习 来 验证 ， 

4° 任何 缴 连 通 空 间 的 连续 象 是 弧 连 通 的 . 

5。 对 于 任何 交 非 空 的 弧 连 通 集合 族 (如)， 及, 的 并 是 弧 连通 


6° 弧 连 通 空 间 的 有 限 族 的 乘积 也 是 弧 连 通 的 . 


14. 拓扑 群 、 拓 扑 环 和 拓扑 体 


拓扑 群 的 概念 产生 于 对 诸如 加 法 群 民 或 依赖 于 有 限 个 参数 
的 变换 群 (如 民 的 膨胀 群 z 一 Nw 十 oa, % 关 0) 等 特殊 情形 的 研究 . 
在 这 些 不 同 的 例子 中 , 所 研究 的 集合 同时 具有 群 结构 和 拓扑 结构 ， 
且 这 两 种 结构 在 群 运算 连续 的 意义 下 相 容 . 

更 一 般 地 ,如 果 吾 是 同时 具有 拓扑 结构 和 由 儿 种 运算 定义 的 
代数 结构 ， 我 们 称 它 为 某 种 拓扑 代数 结构 ， 是 指 召 的 代数 运算 对 
于 给 定 的 拓扑 连续 ， 其 意义 将 对 每 种 结构 再 进一步 明确 . 

拓扑 群 定义 14-1 拓扑 群 G 是 被 赋 有 拓扑 的 群 , 对 于 这 个 
拓扑 , 函数 2- + 和 (w 丁 奶 是 连续 的 . | 

更 确切 地 说 , 我 们 假设 G 到 G 的 映射 xz 一 xs? 和 GxG 到 9 
的 映射 (z, 力 一 2 TY 是 连续 的 . 

当 这 些 条 件 满足 时 ,我 们 还 说 ,给 定 的 拓扑 与 G 的 群 结构 相 容 ， 

例 芋 被 赋 有 通常 拓扑 的 加 法 群 民 是 拓扑 群 . 
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秽 2 设 R' 是 >0 的 实数 构成 的 乘法 群 ， 只 的 拓扑 在 RR 上 
的 诱导 拓扑 与 它 的 群 结构 相符， 

例 3 设 卫 为 展 关 于 下 列 等 价 关系 的 商 群 , waves 是 指 (zw 一 
za) 是 整数 ; 换 句 话说 (参看 第 二 章 )T 是 工 维 圆 环 光 ， 

对 于 任何 cET, 置 |e| 为 6 在 RR 上 的 表示 的 绝对 值 的 最 小 值 . 
于 是 如 果 对 于 下 的 任何 元 素 对 2, y, 时 

dl, y9)= |z—yl|, 

那 末 可 以 验证 ， 我 们 这 样 在 人 上 定义 了 一 个 距离 ( 见 $15)， 且 它 
对 于 了 了 的 平移 不 变 ; 与 此 距离 相 联 系 的 拓扑 是 与 人 的 拓扑 结构 相 
容 的 . 

被 赋 有 这 个 拓扑 的 群 史 是 工 维 括 扑 国 环 ， 可 以 验证 ,拓扑 空 
间 耻 与 圆周 以 同 胚 . 

例 & 绝对 值 为 1 的 复数 (g++ 记 ) 的 乘法 群 ， 被 赋 以 复 平面 的 
拓扑 的 诱导 拓扑 后 , 是 拓扑 群 ， 可 以 证 明 , 它 间 构 于 也 . 

例 和 如果 把 直线 上 的 膨胀 群 ,w -> Xzta( 其 中 0) 与 平面 
Rs 上 横 坐 标 非 零 的 点 0，o) 的 集合 刀 看 作 一 样 ， 且 对 万 赋 以 Rs 
的 拓扑 的 诱导 拓扑 , 则 DD 变 为 拓扑 群 . 

事实 上 ,如 果 s 一 (%, @), 则 有 - 

sl1= (%, 0) 1 (1/A, 0/%), 

故 s! 是 8s 在 D 上 的 连续 函数 ; 另 一 方面 ， 如 果 s= ao) 和 s 一 
(XW, a), 则 有 so8 一 CO， Ma' 上 di 故 sog' 也 是 对 (s,s ) 的 连续 函 
数 . 

例 6 如 果 G 是 任意 群 ,对 它 赋 以 离散 拓扑 , 则 它 也 成 为 拓扑 
群 .不 用 说 , 这 种 拓扑 一 般 是 没有 多 大 意义 的 ， 

% 1 维 圆 环 即 圆周 . 把 圆周 在 任意 点 " 茹 断 " 并 “ 拉 直 ”， 那 未 图 周 就 变 为 线段 ,但 线 


各 的 两 个 端点 看 作 是 同一 点 .如 果 令 这 个 线段 的 长 度 为 1 那 示 这 个 线段 就 等 价 于 ZT.2 
维 圆 环 即 通 常 的 环 面 (“轮胎 形 ”), 它 可 看 作 民 关于 Z? 的 商 群 。 一 一 译 者 注 
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推论 1? 对 称 z 一 + 是 连续 的 , 它 的 逆 就 是 它 自身 ; 因此 ， 
这 是 G 到 自身 的 同 及 ， 

2° 对 于 任何 aeEG， 双 射 z 一 arz 以 至 其 道 9 一 Go 
都 是 连续 的 . 

同样 , z 一 za 及 其 逆 也 是 连续 的 . 换 句 话说 ,任何 平移 是 G 
到 自身 的 同 腔 .更 一 般 地 , 任意 变换 : * 一 xb 也 是 如 此 . 

这 两 个 推论 还 可 以 说 成 . 对 于 任何 开 集 wCG， 对 称 @ 是 开 
集 , @ 的 平移 ae 或 wa 也 是 开 集 , 

一 点 的 邻 域 ”由 任何 平移 是 同 胚 可 得 , 一 点 zo 的 邻 域 僻 可 由 
中 性 元 e 的 邻 域 集 通过 左 或 右 平移 mo 而 导 得 ， 更 确切 地 说 , ze 的 
邻 域 集 恒 同 于 xz 天 或 矿 .ooD 的 集合 ,其 中 让 遍历 e 的 邻 域 
集 . 

对 G 的 点 ze 的 邻 域 的 研究 从 而 归结 为 对 e 的 邻 域 的 研究 . 

中 性 元 的 邻 域 1? 对 于 e 的 任何 邻 域 大 对称 产 : 二 也 是 e 的 
邻 域 

2” 对 于 e 的 任何 邻 域 , 存在。 的 子 邻 域 丈 , 使 得 ， 

。 WW.W"cYV. 

第 一 条 性 质 由 对 称 是 同 胚 而 得 . 由 此 还 因为 耻 六 一 恒 同 于 
它 的 对 称 , 可 得 。 具有 对 称 邻 域 基 . . 

第 二 条 性 质 只 是 简单 地 转述 了 这 样 的 事实 ， GXxG 到 G 上 的 
映射 (wz, 一 vz9 在 全 xG 的 点 (6e, 6) 上 连续 . 

此 外 , 这 条 性 质 并 非 是 由 于 G 的 对 称 和 平移 都 是 闻 且 的 缘 
故 。 换 和 名 话说 , 一 种 使 对 称 和 平移 都 是 同 胚 的 G 上 的 拓扑 , 并 不 
一 定 使 G 上 定义 了 拓扑 群 的 结构 . 

为 了 在 G 上 定义 一 种 与 G 的 群 结构 相 容 的 拓扑 , 我们 经 常 如 


1 
所 3， 出 Vro={2:m701wET}: 
Wc yrE IT, yeE ll } 一 一 泽 疝 注 


下 操作 ;给 定 含 中 性 元 e 的 G 的 子 集 族 VY(e) (这 些 集 合 旨 在 成 为 
e 的 邻 域 ;， 对 于 任何 woEG, 令 和 (oo) 为 由 % Ce) 通过 左 位 移 vo 
的 ro ¥ (e) . 

， 称 任何 有 下 列 性 质 的 G 的 子 集 wo 为 G 的 开 集 ， 如 果 
eo 则 部 在 (的 志 素 全 全 在 中 

如 果 这 些 o 的 集合 满足 拓扑 空间 的 公理 DO，0a,Os， 我 们 就 定 
义 子 G 上 的 一 种 拓扑 ; 如 果 这 种 拓扑 使 zy 和 x+ 都 连续 ， 它 就 与 
G 的 结构 相 容 ， 我 们 称 它 是 由 族 Y(e) 张 成 的 . 

拓扑 群 的 乘积 ” 设 Gi 和 Gs 为 两 个 拓扑 群 末 积 集合 9- 
Gix Ga 同时 具有 乘积 群 结 构 和 乘积 拓扑 空间 结构 . 
:图 易 验证 ,，G 上 的 乘积 拓扑 与 G 上 的 乘积 群 结构 相 容 ， 被 
以 这 两 种 结构 的 集合 G 称 为 拓扑 群 G4 和 Ga 的 乘积 ， 

同样 可 定义 任意 有 限 个 拓扑 群 的 乘积 . 

. 例 1 我 们 称 % 个 恒 同 于 加 法 拓扑 群 的 折 朱 群 的 乘积 为 加 
法 拓扑 群 Re 

我 们 称 %n 个 恒 同 于 拓扑 加 环 人 的 群 的 乘积 1" 为 % 维 国 
环 ， 。 
例 2 运算 (n, G) 一 Gr 是 一 种 更 一 般 的 构造 拓扑 群 的 程序 的 
特殊 情形 ， 

设 恕 为 任意 集合 ， G 为 拓扑 群 ，Ge 为 万 到 的 所 有 了 映射 的 
集合 ， 用 对 于 任何 zE 加 成 立 的 等 式 h(z) 一 g(w)*f(%) 来 定义 
hg*f, 我 们 就 在 G* 上 给 出 了 一 种 群 结构 . 

对 于 e 在 G 上 的 任何 邻 域 。， 我 们 令 玉 为 G* 的 对 于 任何 
ZE 满足 f(z) Ev 的 元 素 三 全体， 集合 太 的 族 六 在 Ga 上 生成 
一 种 拓扑 ,根据 上 面 叙述 的 程序 ,可 以 验证 ， 这 个 拓扑 与 Ga 的 群 
结构 相 容 . 

例 3 C" 同 构 于 乘法 群 RY 与 7 的 乘积 ， 它 的 子 群 民 ' 同 构 
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于 :与 乘法 群 141， 一 二 的 乘积 为 . 
同 构 ”连续 表 示 设 召 和 五 为 两 个 拓扑 群 ，f 为 加 到 了 的 
表示 (这 就 是 说 , (v9) = 了 (v2) "了 (9)). 我 们 说 这 是 个 连续 表示 是 
指 喘 射 了 在 有 上 连续 . 和 

等 式 了 (2) 一 /wo Fo 指出， 如 果 表 示 上 在 如 的 6: 于 
连续 , 那 来 它 也 在 鼠 前 所 有 点 各 证 连续 人 

”如 果 了 是 群 殖 到 群 带 的 代数 同 欧 ,- 县 了 又 直 站 : 姥 来 我 们 
说 ,拓扑 群 召 和 同 构 . . 

例 1 加 法 群 民 ' 到 自身 的 同 构 “” 设 了 是 加 法 群 只 到 自 身 的 
连续 表示 ， 置 1 (1) =m、， 由 此 可 导 得 对 于 任意 的 整数 p 和 gq, 9 去 : 
0， 有 Jp/9) -a(p/g); 换 句 话说 ,对 于 任何 有 理 数 必 有 jz) = 
a'z， 由 于 轴 射 了 和 z->a*cz 都 是 连续 的 ; 这 个 等 式 可 各 上 到 整 
个 民 . 本 

由 于 陕 射 z>aw 就 是 民 到 民 的 表示 , 故 民 加 朋 身 的 于 
示 即 映射 z 一 "az， 除了 4 一 0 以 外 , 这样 的 表示 总 是 同 宰 ; 

注意 , 还 林 在 许多 不 同 于 上 述 的 让 到 自身 的 非 连续 表示 ; 但 
它们 的 存在 并 不 明显 ; 我 们 只 知道 用 选择 公理 "来 构造 它 . 

例 2 由 第 三 章 的 一 个 命题 可 得 乘法 拓扑 群 Ry 与 加 法 拓 - 失 : 
群 展 同 构 ”2、B 到 民 的 任何 同 构 由 定义 是 一 个 对 数 函 数 ， 对 数 
函数 的 道 同 构 是 指数 函数 ， 

”9 人 @* 表示 非 零 复数 全 体 ; R 表示 和 实业 人 Re RA 条 、 -一 
译 者 注 

*%) 关于 选择 公理 可 参看 任何 - _ 林 集合 论 方面 的 医 作 ， 未 省 的 特点 之 -在 于 几 
也 所 有 结果 部 不 利用 选择 公章。 不过， 这 样 也 不 得 不 把 有 此 重要 结果 ， 例如 ，Hahn 
Banach 定理 , 放 到 上 习题 中 去 ， 这 里 所 说 

*#¥) RR* 于 中 民 的 同 构 了 由 下 列 函 数 方 程 的 解 来 决定 
FEY) 一 Fe) + Vr, yER:. 


弛 来 设 a R:; 注 是 f(e) 一 1, 区 证 对 于 作 条 有理 2/9, 4 不 0, 有 J(aw) 一 p/q, 再 利用 
连续 性 ,5 
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例 3 例 1 的 方法 不 难 推广 到 只 ", 并 可 指出 , Br 到 如 的 任何 
连续 表示 是 R" 到 R" 的 线性 映射 ; 我 们 已 经 研究 过 这 种 映射 . 

例 4 到 自身 的 连续 同 构 ”我 们 建议 作为 练习 ,证 明 人 TT 到 自 
身 的 任何 连续 映射 有 形式 为 ，x->n.x, 其 中 % 为 任意 整数 ， 由 此 
得 到 ,只 存在 两 种 的 连续 自 间 构 ; 恒 等 和 对 称 . 

拓扑 群 上 的 连续 周期 函数 ”定义 14-2 设 G 为 加 法 交换 群 ， 
Jj 为 G 到 集合 召 的 映射 . 对 于 所 有 xEG, 我 们 称 满足 f(z 十 6@) 一 
Ja) 的 G 的 每 个 元 素 e 为 了 的 周期 

直接 可 得 ，j 的 周期 全 体 卫 构成 G 的 子 群 , 它 称 为 了 的 周期 
群 . 

我 们 说 是 周期 的 , 是 指 它 的 周期 群 不 归结 为 G 的 中 性 元 0， 

命题 14-3 拓扑 群 G 到 分 离 拓 扑 空间 且 的 连续 映射 了 的 赂 
期 群 王 在 G 中 是 闭 的 

事实 上 ， 对 于 任何 5EG， 令 为 满足 FF 上 +o) =f(5) 的 
aEG 的 集合 ; 由 于 G 到 避 的 映射 po: a-> 帮 2+g 是 连续 的 ， 且 {7 
(5)} 在 召 中 闭 , 故 集合 gz1({f(8)}) 一 Go 是 闭 的 ， 而 由 定义 

P-M%, 
因此 P 是 闭 的 . 

R 的 闭 于 群 。 上 述 结果 指出 , 为 了 研究 拓扑 群 上 的 周期 函数 ， 
研究 G 的 闭 子 群 是 有 意义 的 .我 们 将 仅 对 RR 进行 这 一 研究 . 

命题 14-4 R 的 任何 闭 子 群 或 者 恒 同 于 民 , 或 者 恒 同 于 {0}， 
或 者 是 形 为 a.Z 的 离散 子 群 ,其 中 4&0. 

设 忆 为 只 的 闭 子 群 . 

如 果 0 是 卫 的 聚 点 , 则 对 于 任何 s>0, 存在 卫 的 元 素 z, 使 得 
zx0, 且 |z|<s 在 RR 的 长 度 >s 的 任何 区 间 里 , 至 少 存在 一 个 这 
种 的 整数 售 ; 换 句 话 说 , 乙 在 民 上 上 处 处 稠 ， 而 由 它 是 闲 的 ， 故 有 
P=R. 
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如 果 0 是 卫 的 孤立 点 , 则 己 的 任何 点 都 是 孤立 点 . 于 是 由 瑟 
是 闭 的 ,每 个 集合 PNE-1, 习 是 紧 的 和 离散 的 , 因而 是 有 限 的. 因 
此 ， 或 者 有 了 一 {0}， 或 者 卫 的 >0 的 元 素 集合 有 最 小 元 ， 设 它 
为 &. - 

4 的 整数 倍 群 g. 工 包含 在 己 中 ; 如 果 卫 一 a.Z 非 空 , 那 末 存 
在 ZEP 和 整数 na， 使 得 a(n-1)<<zx<an; 因此 对 于 卫 的 元 素 
(mm 一 o) ,我 们 将 有 0 过 《an 一 2) < 由 的 选取 , 这 是 不 可 能 的 . 

因此 ,我 人 有 了 =a.Z. 

注 1 如 果 G 是 RR 的 非 闭 子 群 ， 则 它 必定 在 R 中 处 处 稠 ; 事 
实 上 由 假设 ,G 是 不 同 于 G 的 闭 群 ,因此 G 不 可 能 是 离散 的 ; 从 而 
只 可 能 是 民 . 

下 面 是 一 个 这 样 的 群 的 例子 : 由 两 个 比 为 无 理 数 的 非 零 数 w 
b 所 生成 的 元 素 (wp 十 9) 的 群 G. 

注 2 设 f 为 RR 上 的 连续 周期 函数 , p 为 了 的 周期 群 , 

如 果 了 P=R, 则 了 在 RR 上 是 常数 . 
如 果 卫 =a.Z, 则 只 要 J 在 [0, s[ 上 或 者 在 任何 形 为 [wo， 

zo 十 a[ 或 ]zo, mo 十 4] 上 的 限制 已 知 , 了 也 就 已 知 ， 

周期 a 称 为 的 最 小 周期 . 

一 致 结构” 一 致 连续 在 拓扑 群 G 中 ， 我 们 不 仅 可 以 说 一 
个 给 定点 邻近 的 诸 点 , 并且 可 以 更 一 般 地 谈论 一 个 集合 有 多 么 小 . 

事实 上 ， 对 于 G 的 中 性 元 。 的 任何 邻 域 六 和 任何 G 的 子 集 
4， 我 们 可 以 说 4 为 六 阶 小 ， 意 为 对 于 任何 <, yE 4， 我 们 有 
wy 1€EV. 

这 个 基本 事实 使 我 们 可 引入 函数 的 一 致 连续 的 概念 ， 这 一 概 


兴 本 书 始终 没有 对 一 般 的 一 致 结构 提出 定义 。 需要 对 一 致 结构 有 进一步 了 解 的 
读音 可 参看 例如 : 

丁 . 工 . Kelley, General Topology, VanNostrand CQompauy，1955. (有 中 译本 )。 
一 一 详 者 注 
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念 在 研究 距离 空间 时 我 们 将 重新 在 邻 域 的 形式 下 提出 ， 
定义 14 设立 和 了 为 两 个 拓扑 群 ,为 了 简单 起 见 ,我 们 催 
设 它 们 都 是 交换 的 , 了 为 和 到 了 的 上 映射 。 我 们 说 一致 连 续 , 十 
指 对 于 了 的 任何 零 邻 域 WW， 存在 互 的 零 邻 域 使 得 任何 六 阶 
小 的 4CC 人 ,有 到 阶 小 的 象 1(4). 
我 们 还 可 把 这 一 条 件 表 达 为 . 
(oz 一 EV DL — Fr)) EW). 
例 ” 设 G 为 交换 拓扑 群 ,了 为 G 上 的 0 的 任意 对 称 邻 域 , 
1° 关系 式 一 (4g 二 让 = 一 46 一刻 = 一 g 十 VV 指出， 任 他 这 阶 小 
的 集合 的 对 称 是 六 阶 小 的 ; 因此 ,G 到 G 的 映射 -> 一 w 是 一 致 连 
续 的 . 
2 GxG 到 G 的 上 映射]，(%, 轨 ->( 人 十 幼 在 点 (0,，0) 的 连续 
性 导致 存在 G 上 0 的 邻 域 玉 ,使 得 玉 十 WP?CV., 
既然 对 于 任何 4。，5EG，G 的 满足 Eta+W)” 和 WE(2V+ 
了 的 (we 十 急 的 全 体 包 含 在 (w 士 仿 十 中 , 故 它 是 矿 阶 小 的 . 
. 因此 ,映射 一 臻 连续.. 
7 乘法 群 R* 的 拓扑 是 加 法 群 民 的 拓扑 在 R* 上 的 迹 , 因 
此 定义 在 拓扑 群 R* 上 或 取 值 在 这 个 群 上 的 连续 函数 与 定 
义 在 R 的 子 空 间 R* 上 或 取 值 在 这 个 子 空 间 上 的 连续 函数 是 一 回 
事 ; 例如 2-? 和 vy 对 于 RR 的 拓扑 在 R* 上 连续 ， 但 是 在 涉及 一 臻 
连续 性 时 , 情况 完全 改变 了 .. 
例如 , 乘法 群 R* 到 加 法 群 民 的 恒 等 映 射 zw 不 是 一 致 连续 
的 ， 事 实 上 ， 对 于 R" 的 中 性 元 的 任何 令 域 玉 ，WW 的 平移 是 集合 
XV, 而 显然 在 民 上 不 存在 任何 0 的 邻 域 访 ; 使 得 所 有 这 些 和 W 是 
VV 阶 小 的 . 
DD NN WiWo{oiyrEW, yEW) 
ot+W={at2|s€ W}. 一 一 译 老 注 
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同样 ,对 在 R" 上 建立 的 与 它 的 群 结构 相应 的 一 致 千 构 ， 甚 至 
对 由 R 的 一 致 结构 诱导 的 一 致 结构 而 言 ，R* 到 民 . 的 映射 co 
也 不 是 一 致 连续 的 ; 这 个 结论 也 可 推广 到 映射 (x, y) 一 wy. 

拓扑 环 ” 定义 146 拓扑 环 4 是 被 赋 有 拓扑 的 环 **, 对 于 这 
个 拓扑 , 函数 (一 4)，(z 十 忠和 w*y 都 是 连续 的 . 

更 确切 地 说 ,我 们 假设 4 到 4 上 的 映射 x 一 一 2 和 44%*4 到 
4 的 映射 (2, 殷 一 2 十 9 与 29 都 是 连续 的 **). 

当 这 些 条 件 满足 时 , 我 们 说 4 上 的 拓扑 与 4 的 环 结构 相 容 

特别 是 , 对 于 任何 拓扑 环 4，4 的 拓扑 与 4 的 加 法 群 结构 相 
容 . 

拓扑 环 的 例子 ”1° 对 于 任何 环 4，, 如 果 我 们 对 4 赋 以 离散 
拓扑, 我 们 就 得 到 一 个 拓扑 环 , 不 过 一 般 它 是 无 意义 的 . 

2°? 设 4 是 环 , 其 上 定义 了 取 非 负 实 值 的 函数 p, 且 它 满足 . 

2(0) =0, p(%)>0 当 wz*0, 
AEA CR AA 
LACIEDRACI ACDR . 

对 于 任何 2,，y€ 4, 我 们 置 8%, 0) 一 p(w 一 臣 .， 直 接 可 得 a 
是 4 上 的 距离 。 然 后 可 以 验证 4 上 的 与 这 个 距离 相 联 系 的 拓扑 
(参看 § 15,§ 16) 与 4 的 环 结构 是 相 容 的 . 

特殊 情形 4) 4 是 有 g(w) 一 |z| 的 实数 环 R; ， 

5) 4 是 有 9(f) 一 sup| Je) | 的 定义 在 [0， 避 上 的 实 连续 函 
数 环 ; ， 

c) 4 是 取 复 元 素 的 m 阶 方 阵 环 ; 如 果 al 是 矩阵 mE A 的 元 


六 集合 4 称 为 环 ， 是 指 其 上 定义 本 加 法 和 本 法 两 种 代 效 运 算 ; 夫 对 于 加 法 ， 4 形 志 
交换 群 ， 而 对 于 乘法 ， 它 与 加 法 一 起 满足 分 了 配 律 : Vx) g 2€4, w(Y 十 2) 一 0y 十 28， 
志士 的 z 一 并 十 so。 一 一 译 者 注 

WwW) 原 多 中 此 段 的 也 部 作 G.。 有 误 。 一 一 译 者 注 
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0) 设 4 是 复 系数 单 变量 多 项 式 环 . 我 们 这 样 取 4 上 的 拓 
扑 ，4 的 零 有 集合 V(s, mn) (8s 盖 0，m2z0 整 数 ) 作 为 邻 域 基 ， 其 中 
V(e, nn) 表 示 对 于 任何 <%, 满足 | wj sse 的 多项式 co 二 eaz 十 … 全 
体 . 

拓扑 体 定义 玛 -7 拓扑 体 下 是 被 赋 有 与 KK 的 环 结构 相 容 
的 拓扑 的 体 *， 且 对 于 该 拓扑 ，K* 到 的 映射 +>x + 是 连续 的 
(其 中 有 K* 表示 到 中 的 不 同 于 0 的 元 素 全 体 ). 

当 体 KK 上 的 拓扑 满足 这 些 条 件 时 ， 我 们 说 它 与 KK 的 体 结构 
相 容 . 

拓扑 体 的 例 1 被 赋 有 民 上 的 拓扑 的 实数 体 民 . 

2。 只 的 朋 理 数 子 休 @Q 

38” 复数 体 &, 其 上 的 拓扑 是 通过 对 应 

(g++ 名) = 0, 5) 

由 R? 的 拓扑 转移 到 C 上 而 得 , 

这 个 拓扑 与 《 的 体 结 构 相 容 是 因为 有 下 列 绝 对 值 的 性 质 . 

| 一 中 一 | late |al+ [2s], [2sl = | 入 | [sl. 

我 们 也 可 给 ; | 一 个 更 一 般 的 陈述 ， 

4? 设 区 是 体 , jx| 是 定义 在 玉 上 的 非 负 实数 函数 , 不 恒 等 于 
0 或 二 上 且 具 有 下 列 性 质 : 

[一 中 = [etyl<lel+ly 2 中 一 | 

不 难 由 这 些 性 质 得 到 , |e| = +, 对 于 z 关 O，jz| 关 0, 且 10| =0. 

我 们 说 这 和 证 的 函数 是 玉 上 的 绝对 值 . 置 go, 轨 一 |z 一 4 ,我 
们 就 使 它 联 系 了 五 二 的 一 个 距离 . 

初等 运算 指出 ， 与 这 个 距离 相 联 系 的 拓扑 是 与 下 的 体 
”9 集合 玉 称 为 体 ,是 指 它 首先 笔 环 ， 同 时 它 的 所 有 非 零 元 素 对 干 条 法 形 戊 大 ， 
一 泽 省 注 
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结构 相 窒 和 的 ， 

当 是 体 ,与 绝对 值 相 联 系 的 拓扑 异 则 于 上 面 例 3 中 定义 
的 拓扑 ， 

四 元 数 体 是 另 一 个 被 赋 有 由 

[lat bitojtak| = (0+b +o ta 

定义 的 绝对 值 的 体 的 例子 ，. 

拓扑 向 量 空间 ”我们 将 在 另 一 章 研究 赋 范 向 量 空间 ， 它 是 折 
扑 向 量 空间 的 重要 例子 . 


I 距离 空间 


在 拓扑 空间 中 ， 邻 域 的 概念 用 来 明确 在 一 点 的 周围 一 个 集合 
有 多 么 小 , 即 所 谓 集合 之 小 的 阶 由 此 得 出 收敛 性 和 连续 性 的 概念 

在 拓扑 群 中 , 平移 可 使 这 做 得 更 好 : 一 个 集合 有 和 多么 小 可 通过 
平移 把 它 与 中 性 元 的 邻 域 相 比较 来 明确 ; 于 古 我 们 可 以 谈论 函数 
的 一 致 连续 性 . 

我 们 将 在 距离 空间 中 重新 发 现 类 似 的 可 能 人 性 (距离 空间 的 一 
般 定 义 是 M. Fréchet 给 出 的 ); 然而 在 这 类 空间 中 , 两 点 的 靠近 程 
度 不 再 通过 参考 空间 的 一 个 特殊 点 的 邻 域 来 确定 ， 而 是 通过 依赖 
这 两 个 点 的 一 个 数 来 确定 . 


15. 距离 和 拟 距 离 
定义 15-1 所 请 距离 空间 是 由 任何 集合 如 入 x 尺 到 RR， 
上 的 映射 (z, 四 一 8(z, 人力 所 组 成 的 对 , 这 一 映射 具有 下 列 性 质 ， 
Mi: (Ydr, Y) =0); 
Mz， Go ) 一 Q(y, 2) (对 称 性 ); 
Ms， dr, 殷 志 Co 十 ds y) (三 角形 不 等 式 ). 
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说 数 d 称 为 距离 , 而 gd(z, 从 称 为 点 <, 9 之 闻 的 距离. 
例 1° 在 民 中 ,映射 (%, 力 一 |2 一 外 是 常用 的 距离 
更 一 般 地 ， 设 G 为 交换 群 ， wo->p(o) 为 G 到 民 : 的 映射 ， 
满足 
(PE2) OE—O0 po =p0); pr + Sp) +P. 

如 果 对 于 任何 %, YEG, 置 d(z, 9) 二 p(w 一 :直接 可 得 5 并 
是 公理 几 :， Ms 另 一 方面 , 关系 式 
(V 一 切 一 (w 一 四 十 (一 臣 导致 p(w 一 息 忆 PD(% 一 和 十 p(2 一 功 ， 
从 而 

Gr, EAl®, 2) + od(z, 9). 
因此 , 4 就 是 G 上 的 距离 . 
8” 设 : 轧 为 任意 集合 , 置 
| a, D0 Bry dr, Y=1 YoYy, 
直接 可 得 @& 是 召 上 的 距离 ; 有 时 它 可 用 来 方便 地 构造 反例 ， 
A 注意 , 集合 刀 的 距离 不 是 定义 在 召 上 的 函数 ， 而 是 定 
义 在 如 上 的 函数 ; 在 研究 距离 的 性 质 时 , 必须 记 住 这 点 ， 

:集合 上 的 拟 距 高 ”利用 比 距 离 的 概念 限制 较 少 的 所 有 距离 概 
念 ,经 常 比 只 研究 距离 要 方便 ， 

-定义 扰 -2 所谓 集合 石上 的 权 距 离 ， 是 指 任何 满足 下 列 条 伯 
的 BxB 到 民 ;， 的 映射 : 


EB (=F Y) — 0 
Ey,. fs, WD=f(y, 0 
:五 Fo g 轨 生 oz) 十 Fe Y). 


与 距离 概念 仅 有 的 差别 因而 在 于 了 可 取 值 +co 以 并 二 人 
同 点 可 以 有 零 拟 距离 ， 因此 为 了 看 出 拟 距离 了 是 否 为 距离 ， 只 
验证 任何 f(x, y) 是 否 有 限 以 及 是 否 有 

(e+ +O. 
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例 . 设 c 是 殖 到 只 的 映射 由 
Jo 切 一 [uc) aly) | 
定义 的 函数 是 拟 距 高 . 四 
例如 ， 当 且 是 [0, 臣 上 的 数值 函数 的 集合 且 a€ [0, 切 时 ， 定 
义 为 四 
六 WD — fe(a) — yO 
的 项 数 方 是 召 上 的 氢 距 离 : 
拟 距 离 的 运算 “” 拟 距 离 的 好 处 在 于 对 它 进行 最 一 般 的 运算 ， 
仍 能 保持 拟 距离 性 ; 这 一 灵活 性 使 它 用 外来 非常 方便 。 
1° 任何 拟 距离 族 的 和 仍 是 拟 距 离 . 
特别 是 任何 距离 的 有 限 和 是 距离 . 
2°。 任何 拟 距离 的 极限 是 拟 距 高 . 
3° 任何 拟 距 离 的 上 包 络 是 拟 距 离 . 
事实 上 , 设 f(%, 2)=supfi(%, 9)， 其 中 六 (z, 人 是 挖 距离 . 酚 
到 避 , 的 映射 了 显然 符合 公理 恩 ， Hs; 另 一 方面 , 对 于 任何 名 有 
Fo DEfilw, 2 +file, DEF Cw, 2) +f, 的) 
故 Fo PEF ey, 2) + flz, YD). 
“因此 了 就 是 拟 距离 ， 特 别 是 , 如 果 疡 只 有 有 限 个 ， 县 都 是 中 
离 , 那 末 了 也 是 距离 . 
.4°. 设 a 是 集合 召 到 被 赋 有 拟 距离 上 的 集合 的 映射 对 于 
任何 zx, y EE 加 , 置 
e(z, VW) =f (a(x), aly)). 
直接 可 得 6。 是 如 上 的 拟 距 高 我 们 称 它 为 了 通过 映射 a 的 逆 象 . 
5° 我 们 说 ，R, 到 民 4 的 映射 p 为 规范 , 是 指 它 递增 , 且 
2(0) 一 0, 2 十 护 窒 pz) 十 oO (次 可 加 性 )。 
可 以 验证 , 规范 族 对 下 列 运算 是 不 变 的 ; 加 法 , 取 简单 极限 , 上 
包 络 , 复合: (gp pa) F913). 
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任何 满足 p(0) =0 的 递增 晤 函数 "是 规范 ; 事实 上 ，p 的 凸 性 
导致 
puto) —p(0+o) <p -2(0)， 
故 gutv) Ep +o), 
特别 是 函数 z/(1+4) 和 inf(z, 1) 是 规范 ， 
对 于 任何 规范 和 任何 集合 如 上 的 拟 距 离 1,p( 了 ) 也 是 五 上 的 
拟 距 离 ; 性 质 轧 , 忆 , 是 明显 的 ; 另 一 方面 ， 对 于 任何 wy, * EB, 
置 : | 
a~f(%, Yb=f(%, 的; po 一 2).. 
关系 式 vc<8 二 e 导致 (ce)<p(H+c)<Pp(D) 十 op(e). 
关系 式 p(@) sp(0) +o(e) 证 明了 性 质 刀 :， 
6” 更 一 般 地 我 们 可 以 定义 ( 吕 ,)” 上 的 规范 ， 定 义 这 个 集合 
的 序 关系 如 下 , 当 对 于 任何 水 有 ws<% 时, 就 置 人 <y(b=1, 2,…， 
%); 且 当 对 于 任何 各 有 各 一 zi 十 时 ,定义 z 一 2 十 yy. 
于 是 所 谓 ( 吕 ,)" 上 的 规范 是 指 该 集合 到 民 ; 上 的 每 一 个 这 样 
的 映射 w 它 递增 且 满足 
2(0) =0, p(s+y) <p(v) +9(y). 
任何 在 Ri 上 递增 、 凸 .一 次 正 齐 次 函数 ** 就 是 这 样 的 规范 ; 
事实 上 , 凸 性 给 出 


p((z 十 殷 /2 二 可 (p(o 十 p (的 ) 故 pz 十 的 一 28((z 十 殷 / 下 


<p(z) +p(). 
例如 , 当 (2 为 z 的 坐标 时 ,本数 


”关于 四 函数 的 定义 和 性 质 参看 第 六 章 的 器 16-18。 根 据 第 六 章 的 命题 17-1 
函数 9 为 四 函数 的 充 要 条 件 为 g(z 分 一 到 多 二 9 是 my 的 递增 函数 。 从 而 易 


证 对 于 国定 的 4 p(x 十 内) 一 p(7) 是 z 的 递增 函数 ， 因 此 有 正文 中 的 不 等 式 ， 一 一 译 
者 注 
””” 9 是 一 次 正 齐 次 函数 是 指 9 满足 :9 (7z) 一 ?9 (x)， VY%ER,, 
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译 者 注 


(下 
有 具有 这 些 性 质 , 因而 是 一 个 规范 ; 同样 , 更 一 般 的 
(Eo) (p>1) 

也 都 是 规范 ， 

(中 ,)" 上 的 规范 可 用 来 方便 地 产生 拟 距 离 ， 事 实 上 , 如 果 户 ， 
…f, 是 集合 吾 上 的 拟 距 记 ，g 是 (中 ,)" 上 的 规范 ， 如 同 n=1 那 
样 , 可 以 验证 ,pi, fs,…, 廊 ) 是 五 上 的 拟 距 离 . 

例如 (了 就 是 一 个 拟 距 离 . 


的 点 z 的 坐标 ， 对 于 任何 也 于 
d(x, 9) = [0 — Yl; 
这 是 有 的 距离 通过 映射 zzwi 的 逆 象 ; 因而 它 是 只 " 上 的 拟 距 离 . 
由 前 所 述 , 函数 : 
Co 9) — Bo ys dz, 9) —suple: ~ yl; 
dz 9) = Sry 
都 是 R* 上 的 拟 距 离 ， 由 于 它们 都 是 有 限 的 ， 且 仅 当 *=y 时 才 为 
零 ， 故 它们 都 是 民 " 上 的 距离 ; 它们 中 的 每 一 个 都 对 于 民 " 的 平移 
不 变 . 
可 以 验证 ， 这 些 距离 的 任意 两 个 的 比 都 是 有 界 的 ， 更 确 团 地 
说 , 有 


d<d<d <nd. 
2” 距离 空间 的 乘积 ” 设 ( 如 ) 为 被 赋 以 距离 中 的 距离 空间 
的 志 限 族 . 
在 尺 的 乘积 召 上 ， 每 个 冰 数 (2， 切 一 屿 (xzo 9 是 所 距离 ; 因 
而 如 同 芋 述 例子 一 样 , 丽 数 
Q(x, y) 一 由 Ch VON SB, YD = sp adil, Y): 


ss 


(%, Y) 一 之 0 (ob 2 


都 是 召 上 的 拟 距离 ; 直接 可 得 这 些 都 是 距离 ， 县 它们 在 下 列 意义 


下 是 可 比较 的 : 
dE<d<d <nd 


(其 电 % 是 如 的 个 数 )、 

根据 不 同情 况 , 我 们 利用 这 些 距 离 中 的 某 一 个 ; 第 一 个 距离 
仅 当空 间 玖 为 商量 空间 , 距离 @; 由 纯 量 积 ?导出 时 , 才 予 使 用 ; 我 
们 称 它 为 Descartes 或 Euelide 距离 ， 被 国有 这 样 距离 的 空间 R* 
称 为 n 维 Euclide 空间 . 

3 设 怠 为 距离 空间 , 4 为 它 的 距离 

孙 数 六 一 8/ (1 十 中 和 一 inf(@, 切 也 是 吾 上 的 距离 . 

.我 们 有 <9”<20', 故 这 些 距 离 是 可 比较 的 . 我 们 可 看 出 , 它 

们 使 妃 有 与 有 8 给 出 的 一 样 的 拓扑 和 一 样 的 “一 致 结构 ， 而 由 于 它 
们 都 < 二 所 以 经 常 有 引 人 注 目的 方便 之 处 . 

4” 设 恕 为 集合 4 到 被 赋 有 距离 4 的 距离 空间 B 的 映射 全 
体 ， 

我 们 知道 ,对 于 任何 saE4,d(z(a), y(@)) 是 斩 上 的 拟 距 离 : 
这 个 拟 距 离 度量 了 函数 zy 在 点 a 上 的 接近 程度 .. 

更 一 般 地 对 于 每 个 全 己 4, 置 . 

dx(%, Y)—sup deg), ya)). 


这 是 召 上 的 拟 距 离 , 它 度量 函数 4, y 在 了 上 的 接近 程度 ; 特 
别 是 久 是 妃 上 的 仅 当 x 一 y 时 为 零 的 拟 距 离 ， 因 此 ， 如 果 此 外 还 
有 5<1, 我 们 也 有 d4<<1, 故 04 是 距离 . 

在 研究 一 致 收敛 时 , 我 们 将 利用 这 些 距离 . 

现在 我 们 将 要 引入 的 大 多 数 概念 都 可 用 明显 的 方式 推广 到 被 
”和 有 纯 量 积 的 向 量 空间 称 为 pze Hilbert 空间 ,或 内 积 空间 ， 其 定义 参看 第 七 章 
§14。 一 一 译 者 注 

. ?2 . 


区 在 一 个 拟 距 次 的 集合 ; 但 我 们 仅 当 它 有 骨 时 才 把 它 遇 确 作 吕 . 

距离 空间 的 距离 子 宝 间 ”定义 区 -3 设 刀 为 由 距离 4 定义 
的 距 郊 空间 , 4 为 耳 的 子 集 ， 所 谓 如 的 距离 子 空间 是 指 被 赋 以 
由 (2z, 嫉 一 Q(z, 四 定义 的 距离 0 的 集合 4, 这 里 x%, YE 4. 

换 句 话说 ,d4 是 了 在 瑟 的 子 集 42? 上 的 限制 .这 个 定义 为 我 
们 提供 了 大 量 的 距离 空间 的 例子 , 例如， 当 民 " 被 赋 以 上 面 定义 的 
距离 之 一 , R" 的 任何 子 集 就 成 为 民 " 的 距离 子 空间 . 

等 距 定义 1544 设 如 ,为 两 个 被 赋 以 距离 4 和 的 两 
个 距离 空间 ; f.%->x 为 如 到 及 上 的 双 射 . 

我 们 说 了 是 等 距 , 是 指 对 于 任何 w, yE 如, 有 

dr，0) 一 不 (e， Y). 

因而 等 距 无 非 束 是 对 于 距离 空间 结构 的 同 构 . 

例 1° 在 被 赋 以 形 为 Q(z, ) pC 一切 的 距离 9 的 交换 群 
中 ,对 称 和 任何 平移 都 是 等 距 . 

2° 在 被 赋 以 其 经 典 距 离 之 一 的 空间 R" 中 , 任何 直线 是 等 距 
十 数 直线 RR 的 子 空间 . 

3° J 条 以 证 明 ， Rvo!ide 空间 民 " 到 自身 的 保持 原点 的 等 距 匹 
非 就 是 R" 的 保持 二 次 型 zeot 的 线性 变换 . 

开 球 . 闭 球 .球面 定义 15- 听 ”在 任何 距离 空间 如 中 ， 所 谓 中 
心 为 @ 半 乱 为 p(p 关 0 或 为 +co, 而 4E) 的 开 球 (相应 地 , 半球 ) 
是 指 满足 g(a, z) 之 p《 相 应 地 ,<p) 的 召 的 点 4s 金 体 Blw, p). 

当 胃 是 Buclide 平 面 R? 时 ,我 们 经 常 把 球 这 个 词 换 为 图 盘 ， 

所 谓 中 心 为 @. 半径 为 p 的 球面 是 指 满足 Bla, %) 一 p 的 如 的 
点 集 S (4, Pp). 

当 五 是 Buelide 平面 R2 时 ， 我 们 经 常 把 球面 这 介词 换 为 图 
周 . 

例 ， 被 赋 以 距离 (xz， 奶 sup|%4 一 | 的 R* 中 , 球 下 (c， p) 
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是 边 平行 于 坐标 轴 的 立方 体 . 

直接 可 得 , 任何 中 心 为 5 的 开 球 的 并 仍 是 开 球 ; 同样 , 任何 中 
心 为 @ 的 闭 球 的 交 仍 是 闭 球 . 

这 里 必须 注意 ， 空 间 如 的 球 和 球面 一 般 没有 R* 的 球 和 球面 
的 任何 几何 性 质 ， 为 了 说 明 这 点 ， 只 需 取 召 为 R" 的 任意 距离 子 
空间 就 行 了 . 

直径 两 个 集合 间 的 距离 ”定义 15-6 所谓 距离 空间 召 的 子 
集 和 44 的 直径 ,是 指 距 离 2(w, 的 上 确 界 8(4)， 这 里 2 和 2 EL- 

我 们 说 4 是 有 界 的 , 是 指 它 的 直径 有 限 . 

对 于 任何 集合 革 到 距离 空间 如 的 映射 *， 所 谓 了 在 及 的 子 
集 卫 上 的 拍 幅 是 指 了 (了 ) 的 直径. 

例 1? 平面 三 角形 的 直径 为 它 的 最 长 边 的 长 度 ， 

2” 半 径 为 p 的 R" 的 球 的 直径 为 2p; 相反 ， 在 任何 直径 为 po 
的 距离 空间 中 , 任何 半径 p>po 的 球 的 直径 等 于 po. 

直接 可 得 , 距离 空间 的 有 界 子 集 无 非 就 是 有 限 半径 的 球 的 子 
集 ; 两 个 有 界 集 的 并 也 是 有 界 集 ; 且 

(40n Bt 内 一 (5(4UB)< 和 3(4) +5(B)). 

定义 15-7 设 4, B 为 两 个 被 赋 以 距离 4 的 距离 空间 召 的 
子 集 . 所 谓 4 和 B 之 交 的 距离 是 指 距 离 4(%w, y) 的 下 确 界 ， 这 里 
v€ 4, yEB. 

特别 是 , 对 于 任何 “E 恕 ， 所 谓 2 到 B 的 距离 为 数 d(x, B) 一 
ad({w}, B) ~inf Gl%, 2 ， 

例 1° 在 Euclide 平面 上 ， 点 到 直线 DD 的 距离 等 于 该 点 与 
它 在 D 上 的 射影 间 的 距离 . 

2° 在 民 中 ,@ 与 0@ 之 间 的 距离 为 零 . 

3” 双 曲线 的 一 支 到 它 的 浙 近 线 的 距离 是 零 ， 
"14. 


7 尽管 4C4, BB 称 为 4, 中间 的 距离 ， 但 它 既 不 是 邵 的 
子 集 集合 的 距离 , 甚至 都 不 是 拟 距 离 , 因为 三 角形 不 等 式 不 
成 立 : 例如 , 当 
A=[0, 1], B= [1, 2], O=[2, 3]， 
我 们 有 d(4, B)-a(B, 0)=0, 
而 d(A, 0) =1. 


16. 距离 空间 的 拓扑 


在 被 赋 有 距离 空间 结构 的 集合 召 上 , 所 有 可 能 定义 的 拓扑 
中 , 有 一 个 拓扑 直接 与 距离 相 联 系 , 它 称 为 距离 空间 如 的 拓扑 . 

定义 16-1 在 距离 空间 恕 中 ,我 们 说 召 的 子 集 是 开 集 , 是 指 
它 是 空 的 , 或 者 对 于 任何 =E 4， 存 在 中 心 为 &%、 半 径 非 零 的 开 球 
包含 在 4 中 . 

直接 可 得 ,好 的 开 集 全 体 满足 拓扑 空间 的 公理 01, 0,,0s; 用 
这 些 开 集 定义 的 马上 的 拓扑 称 为 距离 空间 五 的 拓扑 . 

任何 开 球 是 开 集 . 这 当 p 一 0 时 是 显然 的 、 当 p>0, 设 GE 
(a, p); 则 开 球 (wm,(p 一 Gla, 2))) 包含 在 Bg, p) 中 ,因为 

d(%, Y) <p—dlo, 2) 导 致 Wo Y) <d(@, zz) +A(s, Y) <p. 

由 此 得 到 , 任何 开 球 的 并 是 开 集 ， 反 之 , 开 集 的 定义 导致 任何 
开 集 是 开 球 的 并 .这样 , 刀 的 开 集 和 开 球 的 并 是 一 回 事 . 

命题 16-2% 任何 距离 空间 的 拓扑 是 分 离 的 . 

事实 上 ， 如 有 果 w 和 y 是 轧 的 两 个 不 同 点 ， 开 球 B(z, p) 和 
B(y, p) (其 中 p<d(w, 9)/2) 就 构成 z, g 的 两 个 不 相交 的 邻 域 . 

系 ”距离 空间 了 的 点 列 (或 更 一 般 地 , 恕 的 滤 子 基 ) 至 多 只 能 
有 一 个 极限 点 . : 

7 注意 , 集合 也 上 的 拓扑 也 可 联系 马上 的 拟 距 离 9 用 
似 于 定义 16-1 的 方式 来 定义 ,; 当 条 件 
。 3 。 


(d(w WD -Or=) 
满足 , 它 也 是 分 离 的 . 

更 一 般 地 ,对 于 任何 拟 距离 ,我们 可 以 分 离 两 个 满足 d(x, 攻 ) 
x0 的 点 2 急 相反 ,如果 Z(z, 9) =0, 任何 2 的 邻 域 包 含 y, 反之 
也 然 ， 

命题 16-3 ”任何 距离 空间 的 点 有 可 数 令 域 基 ， 

更 确切 地 说 , 对 于 任何 p,>0 且 趋 向 于 0 的 数列 (p,)， 开 球 或 
闭 球 Ba, ou) 就 构成 6 的 邻 域 基 ， 事 实 上 ， 任 何 含 a 的 开 集 包含 
一 个 p>0 的 球 思 (a, p), 因 此 也 包含 一 个 球 B(c， pw); 另 一 方面 ， 
任何 BC, pw) 也 正 是 5 的 邻 域 。 

下 面 是 这 条 性 质 的 几 个 推论 ; 

命题 16-4 设 卫 为 距离 空间 , 4 为 召 的 子 集 ， 则 

(a€ 4)<>(d(a, 4) 一 0) 兮 (存在 4 的 收敛 于 a 的 点 列 (zs)). 

关系 式 5gE 互 和 da，4) 一 0 都 等 价 于 4nB(a，Fw) 对 于 任 
何 % 非 空 ; 因此 它们 相互 也 等 价 。 由 它们 也 可 导 得 , 对 于 任何 整数 
m, 存 在 和 4 在 Blg, 1/m) 中 的 点 mm， 点 列 (ao) 显 然 收敛 于 4. 

逆 命 题 对 于 任何 拓扑 空间 成 立 , 

命题 16-5 设 如 为 距离 空间 , (zw) 为 召 的 点 列 、 则 

(a 是 点 列 (zw) 的 附着 值 ) 仿 (存在 收敛 于 a 的 子 列 (zw)). 

证 明 完 全 与 上 面 的 类 似 。 

”现在 直面 是 一 个 非常 有 用 的 命题 ; 

命题 16-6 设 厂 为 距离 空间 ，4 为 加 的 子 集 ，f 为 4 到 拓 
扑 空间 五 的 映射 。 

.对 于 任何 a€4 和 656EF, 下 列 性 质 等 价 ， 

1* 对 于 任何 趋向 于 4 的 4 的 点 列 (ws), limf (x,) 一 5; 

2° lmf (2) ~b. 


证 明 我们 来 证 明 , 人 一 (2) . 

事实 上 ,如果 f(w) 当 w 趋 击 于 & 时 不 趋向 于 5, 那 末 存 在 6 的 
邻 域 广 ,使 得 对 于 任何 4 在 4 中 的 邻 域 %， 有 (wv) 号 FF; 特别 是 存 
在 点 wonE A4 介 Bla,V,)， 和 使 得 fr) 持 六 ， 点 列 (wo) 收 化 于 mw， 而 
了 (%4) 不 收 全 于 5、 这 与 假设 矛盾 . 

逆 命 题 (2 二 (DD 在 任何 拓扑 空间 中 成 立 . 

系 16-7 距离 空间 召 到 拓扑 空间 五 的 映射 在 点 连续 , 
等 价 于 对 于 任何 吾 的 收 全 于 & 的 点 列 (z%)， 点 列 (J (wn)) 收 伍 于 
fm. 

这 是 上 述 命题 的 特殊 情形 . 

系 16-8 距离 空间 恕 到 拓扑 空间 了 的 映射 在 且 上 连续 , 
等 价 于 了 在 召 的 任何 紧 集 的 限制 连续 . 

正 命题 是 显然 的 、 反 之 , 假设 /了 在 任何 紧 集 上 的 限制 连续 ; 对 
于 任何 “EB 和 任何 趋向 于 6& 的 序列 (zw,)， 集合 {g, zm, za,…} 是 
紧 集 , 故 了 (2%) 趋向 于 f(w) .根据 上 一 系 , 了 连续 ， 

” 通 数 在 一 点 上 的 振幅 定义 16-9 设 了 为 拓扑 空间 有 芋 到 了 距 
离 空 间 届 的 映射 .对 于 任何 KE 怠 , 所 谓 了 在 wa 上 的 振幅 ,是 指 , 民 : 
中 的 这 样 的 元 素 , 它 等 于 在 4 的 邻 域 了 上 的 振幅 的 下 确 界 ; 换 句 
话说 , 它 等 于 inf 6(f( 四 ), 其 中 六 遍历 i. 

例如 , 可 以 验证 , 这 个 振幅 为 零 等 价 于 了 在 a 上 连续 , 

用 类 似 的 方式 可 以 定义 了 在 使 EE4 的 召 的 子 集 4 上 对 于 
G 的 振幅 ， 

距离 和 拓扑 之 间 的 关系 ”我 们 已 经 对 一 个 集合 上 的 距离 联系 
一 种 拓扑 ， 有 时 ， 利 用 该 距离 来 研究 召 的 拓扑 性 质 是 很 方便 的 ; 
例如 ,对 于 五 的 任何 点 %, 中 心 为 z 的 诸 球 组 成 2 的 邻 域 基 , 由 此 
可 导 得 下 列 等 价 性 质 

对 于 如 的 任何 点 列 (2。， 
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{lim %, =0 Climd(a, en) 一 0) 

对 于 吾 到 距离 空间 五 的 任何 上 映射, f 在 点 a 上 的 连续 性 等 
价 于 下 列 条 件 : 

Vse>0, 3n>0 使 得 (@(w .2) < 人 全 (人 CC; fz) <e). 

然而 , 滥用 距离 往往 会 使 证 明 变 繁 ， 并 且 掩 次 了 现 象 的 真正 起 
因 ， . 
产生 这 种 情况 的 部 分 原因 在 于 集合 至 上 的 许多 不 局 的 距离 
可 以 联系 同一 个 拓扑 ; 因此 , 这 些 距 离 并 不 是 研究 这 一 拓扑 的 内 在 
的 工具 . 

另 一 个 使 距离 的 应 用 受到 限制 的 原因 在 于 某 些 在 研 尝 最 经 典 
的 典型 问题 中 非常 有 用 的 拓扑 空间 不 是 可 距 的 *， 即 不 能 首 过 距 
离 来 定义 . 

我 们 将 通过 某 些 陈述 来 明确 距离 和 拓扑 之 间 的 关系 . 

命题 16-10 设 d, 0 为 集合 如 上 的 两 个 距离 . 

如 果 它 们 同时 趋向 于 零 (意义 为 对 于 任何 se>0, 存在 1>0, 德 
得 4d(s，9 天 力 导 致 人 (oo 天 s)， 反 之 亦 然 )， 那 末 联系 各 
的 拓扑 恒 同 . 

事实 上 , 由 假设 可 得 ， 被 赋 有 与 6 相 联系 的 拓扑 的 五 到 被 赋 
有 与 相 联 系 的 拓扑 的 如 上 的 映射 x->z 是 双方 连续 的 ， 因 而 是 
同 胚 . 

例 1” 对 于 马上 的 任何 距离 & 如 上 联系 上 距离 4 ad/ (1+ 
d), inf(1, 9) 的 拓扑 都 是 恒 同 的 . : 

2? 设 恕 是 被 赋 以 距离 的 距离 空间 召 , 的 乘积 .' 盏 上 的 联 
系 距离 

(Zo) supad Ba, 

的 拓扑 都 是 恒 同 的 事实 上 ， 我 们 已 经 知道 ， 这 些 距 高 相互 章 

为 也 可 说 是 “可 度量 化 ?的 。 
SS 。 


的 比 是 有 界 的 . 
7 不 能 错误 地 认为 :.“ 当 恕 上 的 联系 两 个 距 高 的 两 个 拓 
扑 恒 同 时 ， 这 两 个 距离 就 满足 命题 16-10 中 用 过 的 典型 关 
系 ”， 例 如 , 在 Ri 上 ,距离 jw 一 y| 和 |1/w 一 1/y| 对 R+ 给 出 通常 的 
拓扑 ,但 当 |z 一 y| 趋 向 于 零 时 , |1/z 一 I/y| 并 不 趋向 于 零 *. 
命题 16-11 1° 一 个 距离 空间 召 的 任何 距离 子 空间 有 如 的 
拓扑 的 诱导 拓扑 作为 拓扑 
2°? 任何 有 限 个 距离 空间 ;的 乘积 距离 空间 刀 有 ,的 乘积 
拓扑 作为 拓扑 . 
证 明 1" 这 是 直接 可 得 的 ， 因 为 对 于 任何 4CC 加 ,4 的 开 球 
是 如 的 开 球 在 4 上 的 迹 . 
2” 我们 已 经 知道 ， 三 种 距离 (B43, sup 20 在 已 上 定 
义 了 同样 的 拓扑 。 比如 , 利用 第 二 种 距离 ， 对 于 任何 召 的 点 = 
《cj), 开 球 Blm, p) 是 开 球 Bi(w，p) 入 及: 的 乘积 . 
因此 , 这 些 球 既 对 于 与 吾 的 距离 相 联系 的 拓扑 , 也 对 于 豆 的 
乘积 拓扑 , 组 成 & 的 邻 域 基 . 
` 例 在 R" 中 ,至 此 所 用 的 乘积 拓扑 恒 同 于 与 Euclide 距离 相 
联系 的 拓扑 . 


17. 一 致 连续 性 


正如 在 拓扑 群 的 情形 中 ， 谈 论 一 个 集合 有 多 么 小 的 可 能 性 使 
我 们 可 以 谈论 函数 的 一 致 连续 性 ， 

定义 17-1 我 们 说 距离 空间 妞 到 距离 空间 了 的 映射 是 一 
致 连续 的 , 是 指 对 于 任何 8 之 0, 存在 9>0, 使 得 


0 当 工 因 定 时 ，]% 一 证 与 11/x 一 1/y| 必 定 同 时 趋向 于 零 。 问题 在 于 当 x yy 都 可 
变动 时 , 那 末 例如 取 2 一 2e, Y= 二 8, ->0, 则 有 


I 人 


换 馈 话说 , 这 琐 个 距离 给 出 的 折 扑 是 一 祥 的 ,但 一 臻 结 秆 构 是 不 一 样 的 。 一 一 译 者 证 
. ?9 Dd 


(Gz, WD ENDS 0), FD) <s). 
一 个 可 能 是 更 有 启发 性 的 定义 如 下 : 
定义 和 于 -2 称 为 一 致 连续 的 ,是 指 对 于 任何 s>0， 存在 ， n> 
0, 使 得 对 于 任何 下 忆 思 ， 
(SF) <DIEC HN) Ss), 
其 中 5 表示 互 中 和 万 中 的 直径 . 
注 ”1。 这 一 定义 突出 了 一 致 连续 和 所 有 点 上 连续 之 间 的 差 
别 . 
了 的 连续 性 可 表达 为 ， - 
(Yi EER) (Ve>0) 3m>0).: (de(w, W) < 
Sdr(f tw), FO)) <s). 
一 致 连续 性 可 表达 为 , 、 
(Ve>0) Gn>0: (dy, WEDI dr ,1D) < 从. 
在 第 一 种 情形 ， ?取决 于 和 的 选择 在 第 二 种 情形 ，" 只 
依赖 于 s 的 选择 . 
这 个 注 明显 地 证 实 了 了 一 致 连续 时 也 连续 ， 但 道 命题 是 错误 
的 ， 例 如 ，R 到 R 的 映射 +>w? 不 是 一 致 连续 的 ， 因 为 对 于 任何 
7>0, 了 在 区 间 [a, ec 十 为 上 上 的 振幅 |2o7 十 ?2| ,而 这 些 oo) 并非 
是 与 6 无 关 地 有 界 的 . 
同样 ,]0, 1[ 到 ] 一 1, 杂 的 映射 户 c_>sin ty/a 不 是 -至 连续 的 ， 
尽管 它 是 有 界 的 ; 事实 上 , 在 每 个 区 间 ]0, 轨 上 , 的 振幅 等 于 2. 
相反 ,我 们 将 看 到 , 当 用 紧 时 , 逆 命 题 是 正确 的 ， 
328 对 于 拓扑 群 到 距离 空间 ， 或 距离 空间 到 拓扑 群 的 映射 ,我 
们 可 以 相当 容易 地 形成 一 致 连续 的 概念 ， 这 将 是 可 以 用 集合 上 的 
一 致 结构 来 表述 的 一 般 的 一 致 连续 概念 的 新 例子 ; 而 距离 空间 和 
拓扑 群 是 有 这 种 一 致 结构 的 两 个 重要 例子 ， 
连续 模 和 Lipschitz 映射 、 设 gp 为 民 ; 到 中; 的 递增 映射 
1 680. 


亿 春 点 皇 连 球 , 且 满 足下 一 0 为 距 空 室 间 站 到 坚 光 军国 天 的 
我 们 说 , 了 有 ow 作为 连续 模 , 是 指 对 于 任何 xz, yEB, 有 
d(f (wp), FD EP ds, ). 
由 于 lim p(x) 一 0, 故 了 是 一 致 连续 的 . 


反之 ,如果 一致 连续 , 则 对 于 任何 v>0, 可 轩 
PAD =sup(G (Ff (2), Ff (WY)), 
这 里 上 确 界 对 于 所 有 满足 dlr, 力 <u 的 w, y EB 米 取 ， 
直接 可 得 9 是 了 的 连续 模 ， 
因此 , 一 致 连续 的 概念 可 以 用 连续 模 来 表达 . 
如 果 f 卫 把 召 映 莫 到 也，g 把 好 职 射 到 B 且 站 和 9 有史 和 7? 
作为 连续 模 , 则 映射 gof 有 yop 作为 连续 模 . 
在 分 析 中 最 常用 的 连续 模 是 形 为 u>hu*(a>>0) 的 函数 9; a 
~1 的 情形 提供 了 Lipsohitz 映射 。 更 明确 的 陈述 为 ， 
定义 17-8 设 £ 为 >0 的 数 ， 我 们 说 映射 是 比 为 的 
Lipsehitz 映射 ,是 指 对 于 任何 yyE 有 
EC Fe sg Y). 
当 <1 我 们 说 了 是 压缩 映射 或 简称 压缩 . 
例 1 设 了 为 定义 在 只 的 区 间 上 的 可 导数 值 函 数 ， 如 果 了 
是 比 为 上 的 Lipschitz 映射 , 则 关系 式 |4f/4z|<# 指 出 | 六 [< 反 
之 ,如果 1"|<k, 则 有 限 增 量 定理 指出 
[14f1= 10 -f= | -DF | stldzl 
故 f 是 比 为 上 的 Lipsohitz 映射 ， 
2" 对 于 任何 距离 空间 轴 , 的 乘积 也 刀 在 空间 妃 上 的 射影 f; 是 
比 为 1 的 Lipschitz 映 射 (对 于 如 上 常用 的 三 种 距离 中 的 任意 一 个 ), 
8° 设 召 为 距离 空间 ，4 为 它 的 距离 ， 至 x 至 到 民 上 的 映射 
4 8T 。 


全 功 >4(w, 切 在 对 加 x 刀 的 赋 以 定义 为 
da’ (lg, D, te’, y)) =a, 2) -dy, Y) 
的 距离 时 , 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 . 
事实 上 ,三 角形 不 等 式 给 出 
de’, 2) 入 do w) +aly, W +d(y, Y), 
而 对 Q(z, 9) 有 类 似 的 关系 式 , 故 
1@(e， y) 一 ge DI <A, 2) 十 ECG Y) 
—0((%, YW), ', Y)). 
对 于 另外 两 个 常用 距离 ， 比 1 应 该 分 别 换 为 M2 和 2. 
同样 , 对 于 任何 4EB, 映射 z 一 qd(a, wz) 是 比 为 的 Lipschitz 
映射 . 
由 距离 的 连续 性 得 到 ， 对 于 任何 4C 及 有 3(4) =8(4). 由 
此 也 推 得 下 列 命题 : . 
命题 17-4 对 于 任何 紧 集 4, BC 存在 a€4, 5E€B, 使 得 
d(a, b) =d(4, B). 
证 明 函数 8 在 紧 集 4xB 上 连续 ， 故 它 有 界 ， 是 在 集 点 (a, 
b) 上 达到 其 下 确 界 、 因 此 , 命题 成 立 ， 
同样 , 也 存在 点 Ca, 3), 其 上 达到 它 的 上 确 界 ; 特别 是 当 4 一 
B, dala', 9) 等 于 4 的 直径 . 
系 17 刁 如果 在 召 中 任何 闭 球 是 紧 的 ， 那 末 对 于 任何 “ED 
和 和 任何 吾 的 闭 集 了 ,存在 yEF, 满 足 d(%, 0 一 Go， 万 )， 
为 此 只 需 对 两 个 紧 集 {2} 和 下 B(wz, 7) 应 用 17-4, 其 中 > 表 
示 任 意 >alz, 卫 ) 的 数 . 
一 致 结构 的 同 构 ”等 价 距 离 ” 我 们 已 经 先 对 于 拓扑 空间 定义 
了 同 构 的 概念 ( 同 肥 ), 然后 也 对 于 距离 空间 定义 了 同 构 的 概念 (等 
距 )， 我们 将 看 到 , 还 存在 一 个 中 间 的 概念 , 它 能 表达 某 种 保持 集 
合 有 多 小 的 特性 ， 
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定义 17-6 设 刀 如 为 两 个 距离 空间 ， 为 五 到 豆 ' 上 的 双 
射 ， 我 们 说 了 是 如 瑟 的 一 致 结构 同 构 ， 是 指 了 和 /都 是 一 至 
连续 的 . 

如 果 我 们 以 a, gd 表示 召 , 怕 上 的 距离 , 这 个 定义 可 直接 转述 
为 : 双 射 f. 5->x 是 同 构 ， 是 指 存 在 两 个 连续 模 gp 和 9p', 使 得 对 于 
任何 x, y EE, 有 

dlw’, of) Ep(d ly, 内 )， dls, Y) < (A (w’, yy, 
或 更 简洁 地 说 ,@(z, 引 和 ow', Y ) 同 时 趋向 于 0. 

显然 ,两 个 同 构 的 积 仍 是 同 构 ， 

例 1° 设 了 为 紧 泪 离 空 间 召 到 紧 距 离 空 间 如 的 同 胚 ， 由 
于 和 上 广 : 是 连续 的 ,如 召 是 紧 的 , 这 两 个 映射 都 是 一 致 连续 的 
( 见 $18). 因此 了 是 至 如 的 一 致 结构 的 同 构 . 

3” 相反 ，R 到 ] 一 1 1[ 的 映射 zw/ (十 |zs 上 |) 是 一 致 连续 
的 ; 且 这 是 一 个 同 有 是 .但 六 ! 不 是 一 致 连续 的 , 故 了 不 是 同 构 . 

定义 -7 设 d d 是 集合 召 上 的 两 个 距离 。 我 们 说 它 信 是 
等 价 的 ， 是 指 被 赋 以 距离 4 的 恕 到 被 赋 以 距离 的 召 上 的 恒 等 
映射 *>% 及 其 首都 是 一 致 连续 的 . 

- 这 显然 是 同 构 的 特殊 情形 ;条件 可 简单 地 转述 如 下 : 在 命题 
16-10 的 意义 下 ,dg 奶 和 4 (w, 切 同 时 趋向 于 0. 

例 距离 空间 的 乘积 上 的 三 个 常用 距离 是 等 价 的 . 

很 明显 ， 距 离 空 间 上 的 连续 和 一 致 连续 的 概念 在 用 一 等 价 距 
离 来 替换 原 距 离 时 不 变 ， 


18. 紧 距 高 空间 
我 们 将 把 本 节 的 研究 芮 基于 下 列 基 本 引 理 ， 
引 理 18-1 设 怠 为 距离 空间 ,下 为 召 的 这 样 的 闭 子 集 , 使 此 
五 的 任何 无 限 点 列 包 含 收敛 子 列 、 
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对 于 任何 覆盖 玉 的 如 的 开 集 族 (oi)iez, 存在 数 p>0， 使 得 对 
于 任何 zxE€ 尺 , 开 球 B(x, p) 至少 包含 在 一 个 o, 中 . 
证 明 总之, 这 里 要 指出 , 不 仅 是 @; 覆盖 ， 而 且 它 但 在 了 
述 中 所 明确 的 意义 下 , p- 一 致 地 覆盖 玉 . 
假设 不 存在 这 样 的 p; 于 是 对 于 任何 整数 w 存在 到 的 点 mw， 
使 得 妃 CcwI /内 不 在 任何 ou 中 ; 这 个 点 列 (os) 有 一 收 俩 子 列 (cwi 
设 a 为 这 个 子 列 的 极限 ， 
由 于 下 是 闭 的 , 故 4 属于 尺 . 从 而 存在 包含 4 的 获 中 的 开 梨 
ai 设 3(ow 入 是 中 心 为 5 包含 在 中 的 开 球 . 
根据 三 角形 不 等 式 ， 球 (ww，(% 一 sw)) (其 中 8。 一 4(@, ay) 
包含 在 B(w, 和 X) 中 ， 故 更 是 在 w 中 。 由 于 当 mr>oo 时 ， sw 趋 疝 于 
0 只 要 ni 充分 大 , 球 了 (zw。 1/m) 就 包含 在 w 中 , 与 假设 矛盾 . 
这 一 矛盾 就 证 明了 引 理 . 
7 .不 能 错误 地 认为 , 对 于 距离 空间 的 任何 子 集 克 ， 引 理 
中 陈述 的 性 质 还 是 成 立 的 ， 例如 ， 当 如 =R, 无 =10, 1[， 
退化 为 开 集 ]0, [的 族 (c) 就 不 具有 所 述 性 质 . 对 于 召 = 玉 一 ]0， 
1[ 我 们 得 到 一 个 类 似 的 例子 , 并 且 这 里 玉 在 乃 中 是 闭 集 . 
这 条 引 理 有 一 些 重要 的 推论 ， 特 别 是 下 面 的 定理 18-2 和 
18-4. 
定理 18-2 对 于 任何 距离 空间 加 ,下列 四 条 性 质 是 等 价 的 ， 
1° 吾 是 紧 的 : 
2° 恕 的 任何 无 限 点 列 至 少 有 一 附着 点 ; 
3° 如 的 任何 无 限 点 列 包含 一 个 收敛 子 列 ; 
4° 允 指 任何 无 限 子 集 至 少 有 一 聚 点 。 
证 明 
(四 一 (2) 根 据 命 古 11-5. 
(2) 一 (38) 根 据 命题 16-5. 
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(3) 坊 (4)， 事 实 上 , 如 果 4 是 五 的 无 限 子 集 , 则 存在 4 的 不 
同 点 的 光 限 点 烈 (ww); 它 包含 收 敛 子 列 ; 如 果 = 是 子 列 的 极限 ，z 
显然 为 4 的 聚 点 . 

(9 坟 (DD)， 事 实 上 , 假设 廊 的 任何 无 限 子 集 至 少 有 一 聚 点 ， 

设 (ewo)ieri 为 五 的 开 覆 盖 ; 我 们 将 由 它 选 出 召 的 有 限 子 覆 盖 ， 
从 而 也 就 证 明了 召 的 紧 性 . 

根据 上 述 引 理 ， 存 在 数 p>0, 使 得 召 的 任何 开 球 至 少 包含 在 
族 的 一 个 wi 中 . 

设 必 为 召 的 点 ， 如 果 B (wi, po) 不 覆盖 至， 则 存在 点 ss 使 得 
Q(t 22) 关 p。 一 般 可 假设 已 定义 相 五 闻 上 距离 郑 p 的 点 zw1,， ta, …， 
zg, 如果 了 (zw p) = 二 2 …, 信 的 并 不 覆盖 妃 ， 就 存在 点 wor 使 
得 rp 到 mn 和 2 的 距离 宕 p. 

mm 的 序列 不 可 能 是 无 限 的 ; 否则 这 些 mw 构成 一 个 相互 间距 离 
之 p 的 无 限 点 集 , 从 而 排除 了 有 素 点 的 可 能 性 , 与 假设 矛盾 . 

因此 , 存在 整数 p， 使 得 球 B(2,，p) (n<p) 的 族 覆 盖 加 而 它 
们 每 一 个 又 包含 在 一 个 ws 中 ; 故 这 些 os 提供 了 所 求 的 有 限 覆 盖 . 

系 设 字 是 距离 空间 力 的 子 集 ， 芝 在 召 中 相对 紧 等 价 于 了 及 
的 任何 无 限 点 列 包含 收敛 于 至 的 点 的 无 限 子 列 ， 

证 明 1° 事实 上 ， 如 果 是 紧 的 , 则 及 的 任何 无 限 点 列 也 
是 下 的 元 限 点 列 , 从 而 它 包含 在 及 中 收敛 的 子 列 . 

2° 反之 ， 如 果 所 述 成 立 , 我 们 证 明 对 是 紧 的 ， 设 (ww) 是 六 
的 点 列 ; 对 于 任何 ,存在 x;E 卫 使 得 d (ws, 2 过 1/m 点 列 (z) 包 
含 收敛 于 互 的 点 < 的 子 列 tw; 则 点 列 (zw) 显然 也 收敛 于 @ 故 它 
是 于 的 附着 值 , 从 而 在 肚 中 ， 

因此 根据 定理 18-2, 县 是 紧 的 . 

我 们 不 难 胃 序列 的 聚 点 或 附着 点 来 陈述 一 系列 等 丛 的 准则 . 

命题 18-3 ”任何 紧 距 离 空 间 好 有 开 球 组 成 的 可 数 基 。 
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证 明 事实 上 , 对 于 任何 整数 风 开 球 BB(w, 1 覆盖 如 , 故 存 
在 这 些 球 的 有 限 族 .之 , 也 覆盖 加， 这 些 有 限 族 的 并 就 是 所 求 的 可 
数 基 : 事实 上 ， 对 于 如 的 任何 开 集 ww 和 任何 xE€w, 存在 包含 % 且 
直径 任意 小 的 这 个 族 的 元 素 B， 在 所 有 这 种 元 素 B 中 之 一 Bs 可 
包含 在 中 ,而 显然 是 这 些 BB 的 并 . 

系 ”任何 紧 距 离 空 间 包含 处 处 铜 可 数 子 集 . 

事实 上 , 如 果 (B0 是 我 们 刚才 构造 的 可 数 球 族 ，z; 表示 Bi 的 
任意 点 , 则 x; 的 集合 就 回答 了 这 一 问题 . 

定理 要 -4 任何 紧 距 离 空 间 召 到 另 一 距离 空间 的 连续 映 
射 了 是 一 致 连续 的 . 

由 于 这 条 定理 的 重要 性 , 我 们 将 给 出 两 个 证 明 ， 

第 一 个 证 明 设 s>0. 由 于 了 连续 , 我 们 可 以 对 任何 4€ 妃 , 
联系 开 邻 域 we 使 得 了 在 w。 上 的 振幅 <<s. 

设 p 为 根据 引 理 18-1 得 到 的 联系 oc 族 的 数 ， 任 何如 的 球 
B(y,，p) 至 少 包含 在 一 个 ws 中 ; 于 是 在 这 个 球 上 , 了 的 振幅 <<8; 这 
就 证 明了 上 的 一 致 连续 性 , 

第 二 个 证 明 如果/ 不 一 致 连续 ,， 则 存在 数 s>0， 使 得 对 于 
任何 整数 ”>0, 存在 两 个 点 mw,， 名 E 卫 , 使 得 

G (mn, I) El/n, df te), Fo ) >8. 

由 序列 (zw 可 以 选 出 子 列 (z 收 敏 于 殖 的 点 ml 由 于 1limg 
(zw yn) 一 0， 故 序列 (zw0); 也 收敛 于 4， 因此 a 的 任何 邻 域 包 含 点 
对 Cw， Yn)s 但 了 在 任何 六 上 的 振幅 至 少 等 于 sa, 故 了 在 w 上 不 连 
续 ， 这 就 与 假设 矛盾 . 

我 们 可 以 推广 定理 18-4, 得 到 路 为 一 般 而 非常 方便 的 命题 如 

下 : 

定理 18-5 设 厂 为 距离 空间 , 为 包含 在 有 中 的 紧 集 .了 为 

到 距 高 空间 之 的 映射 。 如 果 了 在 下 的 任何 点 上 连续 ， 那 未 
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在 KK 的 周围 按 下 列 意义 一 致 连续 ; 对 于 任何 s>0, 存在 数 p>0， 
使 得 对 于 任何 EK, f 在 球 B(w, p) 上 的 振幅 <<s. 

证 明 可 采用 证 明 18-4 的 一 种 方式 来 进行 ,例如 对 于 如 下 定义 
的 开 集 ws 的 族 应 用 引 理 18-1, 对 于 任何 xE ,ws 是 其 上 了 的 振 
幅 <s 的 如 中 的 % 的 开 邻 域 . 

注意 , 在 这 一 命题 中 ， 我 们 完全 没有 假设 了 在 长 以 外 的 连 线 
性 . 


19， 连 通 距 离 空间 


”对 于 距离 空间 ， 我 们 将 看 到 可 以 把 连通 性 的 直观 概念 更 为 精 
确 . 

定义 19-1 距离 空间 召 称 为 链 锁 的 ， 是 指 对 于 任何 如 的 点 
对 (w, 5) 和 任何 之 0, 存在 恕 的 有 限 点 列 :&1，…, ew 满足 一 &， 
an--0, 上 对 于 任何 <m 有 G(w, qirs) <6 换 名 话 说 , 我 们 可 以 用 
一 条 步 长 至 多 为 。 的 链 将 6 和 2 连接 起 来 。 

命题 19-2 任何 连通 距离 空间 刀 是 链 锁 的 、 

证 明 设 cE€ 加 , 恕 (a, s) 为 如 的 可 以 用 一 条 步 长 不 超过 。 的 
链 与 相连 的 ” 的 全 体 . 这 个 集合 非 空 , 因为 它 包含 mw 它 是 开 集 ， 
因为 如 果 wE 加 (a, e), 则 所 有 满足 Cz, 9) <s 的 y 也 是 加 (a, 8) 
的 元 素 ; 它 是 闭 集 ,因为 如 果 "是 (4, s) 的 紊 点 , 则 存在 刀 (a, 8) 
的 点 包 满 足 dlz, 9Y) <s. 

由 于 恕 是 连 道 的 , 放 有 恕 (a, s) = 奋 ， 换 句 话说 , 我 们 可 以 把 
如 的 任何 点 5 用 一 条 步 长 不 超过 。 的 链 与 5 相连 ， 因 此 如 是 链 
锁 的 . - 
7 不 能 错误 地 认为 : 反之 ,任何 链 锁 距 离 空 间 是 连通 的 . 

例如 , 有 理 数 集 @ 是 链 锁 的 , 但 并 不 连通 ， 相 反 , 着 命题 当 
妃 紧 时 是 正确 的 . 
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命 表 19 3 紧 扯 省 合同 亩 泪 宣 价 二 它 秆 禾 锁 的 ， 

证 明 余下 的 是 证 明 这 等 从 性 的 一部分， 于 是 没 如 是 紫 
距离 空间 ， 如 果 它 不 连通 , 则 存在 把 好 分 为 两 个 非 空 闭 集 加， 
的 分 划 ， 由 于 1 和 如, 是 紧 的 , 它们 的 距离 5 不 是 零 . 我 们 不 能 
”把 加 的 点 和 加 , 的 点 用 步 长 不 超过 5/2 的 链 连 结 ,否则 设 (a1, as， 

,Qn) 为 这 样 的 链 , ;为 使 由 E Bs 的 最 小 指标 ; 那 末 11€ 如 ,县 
d (gi, qo) <<6/3, 与 等 式 
CQ (1 Ba) = 
了 矛盾 ， 换 句 话说, 如 果 如 是 链 锁 的 , 它 也 是 连通 的 . 

系 19-4 RR 的 任何 紧 区 间 是 连通 的 . 

事实 上 , 任何 区 间 [e， 幻 是 紧 的 ， 且 它 显 然 是 链 锁 的 (利用 点 
名 十 %S) . . 

更 一 般 地 , 设 百 为 民 的 任意 区 间 , wo€ 对 于 任何 zE,， 有 
[wo, o] CC 加 , 故 及 是 紧 区 间 [co, 四 前 并 ; 因而 它 是 连通 的 . 

反之 , 我们 在 研究 连通 拓扑 空间 时 已 经 看 到 , R 的 不 是 区 闻 的 

子 集 不 是 连通 的 ， 总 之 ， | 

命题 19-5 只 的 仅 有 的 连通 集 是 区 间 ( 开 , 半 开 发 闭 ). 

系 . 对 于 连通 拓扑 zs 间 如 上 的 任何 连续 数值 函数 ,集合 /( 功 
是 所 的 区 间 . 

因此 当 了 在 召 上 又 取 正 值 .又 取 负 值 时 , 它 一 定 在 五 的 一 个 
点 上 取 零 . 

应 用 19-6 设 /了 是 定义 在 民 的 区 间 如 上 的 严格 递增 的 连续 
数值 函数 . 

由 于 于是 斩 和 (BD) 的 序 同 构 ， 它 也 是 对 于 与 这 些 序 相 联 系 
的 拓扑 的 同 胚 ， 既 然 了 连续 , 故 j( 配 是 区 间 ; 因此 在 /(B) 上 序 拓 
扑 恒 同 于 民 的 拓扑 的 诱导 拓扑 ; 对 于 如 也 一 样 。、 这 样 ，f 是 区 间 
互 和 《By 的 同 凸 ; 从 而 反 函 数 广 :+ 也 是 连续 和 严格 递增 的 ， 
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当 了 六 了 俏 递 防 晤 我 们 哟 和 时 -企业 但 的 结束 . 


2 Cauchy 列 和 完备 空间 

在 研究 全 时 ,我 们 已 经 定义 3 Cuueliy 列 的 概念 , 有 指出 任何 
RR 的 Cauchy 列 是 收敛 的 . 

Cauchy 列 的 概念 不 是 拓扑 概念 , 例如 , 序列 GD 是 ]0 一 [的 
Cauchy 列 ， 但 ]0, >[ 到 自身 上 的 辣 肛 x>w 把 它 变 为 不 是 
Oauchy 列 的 序列 (%). 

因此 我 们 不 能 期 望 定义 拓扑 空 间 上 的 gauehy 列 的 概念 ， 

相反 , 我 们 将 看 到 , 在 距离 空间 中 这 是 不 难 做 到 的 ; 

定义 20-1 设 刀 为 距离 空间 ， (zw 为 召 的 无 限 点 列 . 我们 
说 这 个 序列 是 Cauohy 列 ， 是 指 当 p, gq 趋向 于 十 ce 时 ，&(zo，zo) 
趋向 于 0, 换 句 话说 , 是 指 对 于 任何 8。>0, 存 在 整数 w 使 得 对 于 任 
何 2 9 之 n, 有 d(%y, za 委 5. 

简 记 如 下 . 

(Ve>0) On n EN) (Vp, 9>n): (dl%p, vq) <8). 

利用 满足 p>% 的 点 29 的 集合 4, 我 们 可 得 到 一 个 可 能 更 有 

启发 性 的 等 价 定义 ， 

定义 20-2 (zw 是 Oauohy 列 ， 是 指 iis 一 0 (其 中 
35(4.) 表 示 4, 的 直径 ). 

Uauchy 列 的 任何 无 限 子 列 也 是 Qauchy 列 , 如 果 Gauehy 列 
的 子 列 收敛 于 点 cz , 则 该 Qauchy 列 也 收效 于 

例 1” 对 于 任何 距离 空间 如, 任何 收敛 于 为 的 点 的 序列 (ww) 
是 Qauchy 列 . 

2” 在 民 的 距离 子 空间 如 一 ]0, >[ 中 , 序列 (fw) 是 不 收 合 
的 Qauchy 列 . 

8” 更 一 般 地 ， 设 召 是 距离 空间 怀 的 距离 子 空间 ; 对 于 任何 
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CE 五 ,存在 刀 的 收敛 于 ze 的 点 列 (zs); 这 个 序列 是 至 中 的 Oauehy 
州 ; 它 仅 当 wE 加 时 在 召 中 收 合 . 

4° 设 召 为 [0, 1] 上 的 连续 数值 函数 的 集合 ， 对 寺 任 何 了 
gE 加, 置 


a(f, WD =| GD ~g) ld. 
可 以 验证 , & 恰好 是 召 上 的 距离 ， 如果 置 
六 GD =inf(n, o 3), 机 
可 以 验证 ,fs 是 召 上 的 Cauchy 列 . 
命题 20-3 设 如 刃 为 两 个 距离 空间 , f 为 且 到 也 的 一 致 连 
续 映 射 ; 则 任何 召 的 Oauchy 列 (ww) 通 过 了 的 象 是 五 的 Cauchy 
列 . 
事实 上 ,如果 4。 和 B, 分 别 表示 满足 p>>n 的 zs 和 f (wy) 的 集 
合 , 则 有 4 一 Bi 既然 im5(4s) =0, 于 是 由 于 了 一 致 连续 , 我 
们 有 lim 5(CB =0 即 (f (ww)) 是 Cauchy 列 . 
7 如 果 了 仅仅 连续 ， 它 还 是 把 任何 收 化 的 auchy 列 变 
为 收敛 列 ,从 而 也 是 Oauchy 列 但 是 上 面 的 例 2 给 我 们 指 
出 , 它 可 能 把 某 些 不 收敛 的 Qauchy 列 变 为 非 Cauchy 列 . 
系 如 果 f 是 吾 和 也 的 一 致 结构 的 同 构 ， 那 末了 交换 五 和 
下 的 Oauchy 列 ， 
特别 是 ,如 果 & 和 dl 是 集合 召 上 的 两 个 等 价 的 距离 , 那 末 对 
于 联系 & 和 d% 的 距离 来 说 , Cauchy 列 是 一 样 的 . 召 的 Cauohy 列 
的 概念 因而 并 不 联系 如 的 距离 结构 , 而 是 联系 它 的 一 致 结构 . 
命题 20-4 设 思 为 距离 空间 如 的 有 限 乘 积 ，(ew) 为 召 的 点 
列 ， (os 为 其 在 也， 上 的 射影 . 
(lw) 是 召 的 Oauchy 列 ) 信 (V6 (ww 混 国 中 的 Qauchy 
列 )。 
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证 明 设 态 为 了 上 的 距离 ， 由 于 加 上 常用 的 三 种 距离 是 等 
价 的 , 上面 的 系 指出 , 我 们 可 以 在 情 上 取 这 些 距离 中 的 任意 一 个 ; 
我 让 取 

Bo WD = Er, YW. 

厂 到 上 的 射影 w->x; 是 比 为 1 的 Lipschiiz 瑞 射 ， 因 而 一 
致 连续 ; 于 是 如 果 (ww) 是 Cauohy 列 , kz 也 是 ， 

反之 ,如果 每 个 (mm 是 Uanohy 列 ,关系 式 

d” (Wp, Wa) — PB (ves, a) 
省 出 (2 是 Cauehy 列 . 

完备 空间 在 R 中 ,任何 Cauchy 列 收敛 ; 相反 , 土 面 不 少 便 
子 指出 , 存在 一 些 距离 空间 , 其 上 某 些 Cauchy 列 不 收敛 . 因此 这 
就 引导 我 们 去 研究 那些 其 上 所 有 Qauchy 列 都 收敛 的 空间 . 

定义 20-5 我 们 说 距离 空间 如 是 完备 空间 ， 是 指 如 的 任何 
Cauchy 点 列 在 如 上 收敛 . | 

例 ”被 赋 以 通常 距离 的 民 是 完备 的 ， 相 反 , ]0, TEL 和 息 是 不 
完备 的 . 

在 22-8 中 我 们 将 看 到 任何 距离 空间 可 以 通过 附加 新 的 点 而 
变 得 完备 ， 

命题 3206 设 妃 是 完备 距离 空间 . 对 于 加 的 任何 满足 lim6 
《EXEw 一 0 的 非 空 闻 集 递减 列 ( 卫 ,)， 玉 ,的 交 环 恰好 包含 一 个 点 . 

证 明 在 每 个 子 ,。 中 选取 一 个 任意 点 如。 如 果 pw 我 们 有 
卫 s 忆 XY 因而 也 有 2p EX，. 

于 是 满足 p>n 的 wv 的 集合 4, 包含 在 了 ,中 ， 由 此 得 到 
lim5(4,) 一 0; 从 而 序列 (wr) 是 gauohy 列 ， 由 于 如 完备 ,ws 收 化 
于 点 2， 

既然 对 于 任何 固定 的 mw x 是 属于 六, 的 点 zr+s 的 极限 ,而 了， 
是 闭 的 , 帮 有 zzE€ 子 ,对 于 任何 %w 成 立 , 从 而 zE 了 XY. 
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最 后 ,由 于 834X)<3(XY 对 于 任何 成 立 我 们 有 35(X) 一 = 
因此 三 只 可 能 包含 一 个 点 . 
7 我 们 可 能 以 为 如 果 lim8( 人 >0， 那 末 天 的 变 不 仅 
非 空 , 并且 还 能 包含 一 个 点 以 上 ， 其 实 完全 不 是 这 样 ,下 河 
的 例子 说 明 这 个 问题 ， 
在 完备 空间 民 中 ， 区 间 [mw, > [构成 无 限 直 径 的 闭 集 的 递减 
列 , 然 而 它们 的 交 是 空 的 . 
换 名 话说， 空间 是 完备 的 事实 仅 对 于 小 集合 才 显 示 出 来 ， 我 
们 将 通过 一 条 补充 命题 20-6 的 陈述 来 进一步 证 实 这 一 现象 . 
定义 20-7 设 马 为 距离 空间 , 用 为 召 上 的 滤 子 基 。 我们 说 
-好 为 Cauchy 滤 子 基 ， 是 指 对 于 任何 8 汪 >0， 存 在 耻 E 乡 ， 使 得 
6(£)<e., 
” 例 1 对 于 殖 的 任何 非 空子 集 的 递减 列 (4w , 当 lim 6(4,) = 
0 时, 4, 组 成 Gauchy 滤 子 基 。 
“ 例 2 设 .多 是 滤 子 序 集 , 即 对 于 任何 ,5E 多; 存在 coE.G， 
满足 a, 2 <e. 

”我 们 将 说 ,天 到 距离 空间 刀 的 映射 了 满足 Cauehy 条 件 ， 是 
指 由 形 为 {了 :ww 委 录 的 集合 组 成 的 召 上 的 滤 子 基 是 Cauchy 洪 
”命题 和 -8 完备 距离 空间 召 上 的 任何 Qauchy 滤 子 基 是 收 

证 明 设 罗 是 五 上 的 Qauchy 滤 子 基 ， 对 于 任何 整数 ww, 存 
在 了 ,E 作 ,使 得 6KX，) 过 1/w， 设 v9 为 了 ,的 任意 点 . 
对 于 任何 Pp, 9, 有 | 
龙门 三 o 关 休 ,从 而 5( 人 ,U0 <1D 二 1/ 
这 样 也 有 d(x, va) <1/p+1/g. 1 
序列 az 因而 是 Cauchy 列 ; 设 w 为 它 的 极限 ， 对 于 任何 
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sa>0, 存 在 见 满 足 | 
. go tn) < 8/2, (FX,) < a/2. 

. 由 于 6,, 故 有 人 YCB(w, 8). 

这 六 多 收敛 于 z. 

. 心 设 上 为 局 部 紧 但 非 紧 的 空间 召 上 的 数值 函数 , :我 们 假 
设 ， 0 2s>0, 存在 紧 集 尺 忆 B, 使 得 f 在 OK 上 的 振幅 二 s. 

. f(QK) 于 是 组 成 民 上 的 Cauchy 滤 子 基 ; 如 果 这 个 滤 子 基 收 
伍 于 数 忆 我 们 称 它 为 当 2 趋向 于 无 限时 Fo) 的 极限 ， 

下 列 定理 提供 了 一 类 重要 的 完备 空间 . 

定理 20-9” 任 何 紧 距 离 空间 是 完备 的 ， 民 . 

证 明 利用 已 经 用 过 的 记 沪 ， 对 于 召 的 任何 点 列 (z。)， 这 个 
点 列 的 附着 集 为 

A= A,. 

如 果 序列 是 Gauchy 列 , 则 lims(4 0, 于 是 8(4) =0， 紫 
外 ,根据 命题 11-5, 4 非 空 ; 因此 它 退 化 为 一 点 ; 再 根据 同样 的 全 
题 ,序列 收敛 于 这 个 点 . 

注 ”除了 紧 距 离 空 间 外 ;还 有 其 他 的 完备 空 闻 其 中 实 直线 民 
就 是 经 典 的 例子 ， 由 于 这 一 空间 是 局 部 紧 的 会 使 人 以 为 任何 局 部 
紧 空 间 都 是 完备 的 ,或 者 任何 完备 空间 都 是 局 部 紧 的 ; 但 这 两 个 命 
题 都 是 不 正确 的 : 例如 R 的 距离 子 空间 ] 0, 1[ 是 局 部 紧 的 , 但 不 完 
备 ; 此 外 我 们 将 在 22 节 定 义 的 空间 儿 ([0， 车 ,可是 宛 备 室 5 间 , 但 
不 是 局 部 紧 的 . 

系 设 恕 为 距离 室 间 ; ai 企 妃 . 如 果 任 何 中 心 为 a 的 召 的 洒 
球 是 紧 的 ; 那 末 到 是 完备 的 . * … 

事实 上 任何 Cauehy 列 是 有 界 的 , 故 可 包含 在 中 心 为 4 的 某 个 
闭 球 中 ; 定理 20-9 指 出 , 这 一 序列 在 球 中 收 伍 , 故 也 在 丈 中 收敛 汶 . 
”9 原 书 此 后 有 一 忆 , 但 内 容 与 前 面 的 注 备 揽 , 故 略 去 ， 必 一 评 者 注 
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完备 空间 与 紧 空间 之 间 的 类 似 ， 在 上 述 证 明 中 ， 我 们 可 以 证 
实在 完备 空间 和 紧 空 间 之 间 有 某 种 类 似 ， 我 们 将 通过 一 系列 类 似 
寺前 而 对于 紧 空 间 建立 的 定理 , 来 把 它 进一步 明确 ， 相 反 ,我 们 也 
将 指出 若干 重要 的 差别 . 

定理 和-10 对 于 任何 完备 距离 空间 马 , 娘 的 任何 闭 子 集 4 
是 完备 距离 子 空间 . 

事实 上 , 设 (zw) 为 4 的 点 的 Cauohy 列 ， 这 个 点 列 也 是 妞 的 
点 的 Cauehy 列 , 故 它 收敛 于 如 的 点 x; 但 是 序列 的 点 属于 4, 而 
4 是 闭 的 , 故 也 有 =E4. 因此 序列 收敛 于 4 的 点 ， 

定理 20-11 对 于 任何 距离 空间 吾 ， 刀 的 完备 距离 子 空 间 4 
是 所 的 . 

事实 上 可 指出 4 包含 它 的 聚 点 。 设 > 为 这 种 点 .该 点 是 4 
的 序列 (2) 的 极限 ， 这 一 序列 是 收 敦 的 , 故 也 是 Cauchy 列 ; 由 假 
设 它 收敛 于 4 的 点 .因此 就 有 =E4. 

系 ” 对 于 任何 完备 距离 空间 恕 , 恕 的 闭 子 集 与 妃 的 完备 子 空 
间 是 恒 同 的 . 

定理 20-12 在 任何 距离 空间 如 中 ， 两 个 完备 子 空间 前 并 是 
完备 的 ; 任何 完备 子 空间 的 交 是 完备 的 . 

1° 设 4 和 BB 是 力 的 两 个 完备 子 空间 ; (w,) 为 (4UB) 的 
Cauchy 列 ; 这 个 序列 的 任何 无 限 子 列 也 是 Cauchy 列 。 既然 这 个 
序列 在 集合 4 或 BB 上 的 迹 是 无 限 子 列 ,而 集合 4 和 加 是 完备 的 ， 
故 该 子 列 收敛 于 4 或 下 的 一 个 点 ; 序列 (z) 因 而 也 收敛 竹 同一 点 . 

2。 如 果 (4i)iei 都 是 完备 的 ， 则 它们 中 的 每 一 个 都 在 姻 由 
闭 , 因此 它们 的 交 在 至 中 闭 ， 尤 其 是 在 这 些 完备 子 空间 中 的 任意 
一 个 4 中 闭 . 从 而 根 据 定理 20-10, 这 一 交 是 完备 空间 . 

7 设 召 , 也 为 两 个 距离 空间 , f 为 且 到 上 的 一 致 注 续 
的 满 射 . 不 能 错误 地 认为 当 如 完 各 时 ,也 必定 完 名， 苦 
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至 在 是 一 致 连续 的 同 胚 时 也 不 行 . 
例如 ,RR 到 ] 一 1, 1[ 上 的 映射 x->w/ (1 十 |z|) 具 有 这 些 性 质 ， 
但 ] 一 1, 1[ 并 不 完备 ,尽管 民 是 完备 的 . 
相反 ,如 果 了 是 召 , 了 的 一 致 结构 的 同 构 , 则 这 两 个 空间 就 同 
时 为 完备 或 同时 为 不 完备 ,特别 是 ,， 当 G 和 是 同一 个 集合 如 上 
的 两 个 等 价 距离 时 ， 与 它们 相 联 系 的 距离 空间 就 同时 为 完备 或 同 
时 为 不 完备 . 
更 一 般 地 , 设 汪 是 召 到 五 上 的 同 胚 ; 如 果 f 一致 连 续 ， 且 也 
完备 , 那 末 石 也 完备 . “ 
定理 20-13 任何 完备 距离 空间 的 有 限 乘积 是 完备 的 . 
证 明 设 妨 是 完备 距离 空间 的 有 限 族 ， 对 于 如 ~ 了 EB, 的 任 
何 Cauohy 列 (ww) ,其 在 也 上 的 射影 是 Cauohy 列 (命题 20-4); 设 
w 为 它 的 极限 ， 则 序列 (ww) 在 召 上 收 伊 于 6= (co) (命题 10-3); 因 
已 完备 . 
例 由 于 民 完 备 ， 故 R" 也 完备 ， R* 的 任何 闭 集 也 是 完备 
的 . 
一 致 连续 血 数 的 延 拓 ”如 果 开 表示 距离 空间 加 到 另 一 个 距 
离 空 间 卫 的 连续 映射 ， 则 下 在 任何 也 入 上 的 限制 也 是 连续 的 ; 
反之 ,如 果 我 们 给 出 卫 到 万 的 连续 映射 了 , 那 末 可 提出 一 个 问题 : 
我 们 是 否 可 把 了 延 拓 到 如 上 ? 即 / 是否 某 个 至 到 五 的 连续 映射 
在 卫 上 的 限制 ? 
我 们 只 在 这 里 考察 这 个 问题 的 一 种 非常 有 用 的 特殊 情形 . 
定理 320-14 . 设 卫 为 距离 空间 如 的 处 处 笛子 集 ， /为 耻 到 
完备 距离 空间 下 的 一 致 过 续 映射 。 那 末 存在 召 到 ' 互 的 唯一 的 连 
续 映 射 g， 使 得 它 在 下 上 的 限制 是 f， 这 个 映射 yg 也 是 一 致 连续 
的 . 
证 明 如果 g 是 这 样 的 延 拓 , 则 对 于 任何 aE 如, 有， 
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这 一 关系 式 一 方面 指出 , 如 果 g 存在 , 则 它 是 唯一 的 ， 另 一 方 
而 对 于 任何 w€ 如 提供 了 yiw) 可 能 有 的 值 . 

由 于 了 一 致 连续 ,/(B(w,p) ) 的 直径 随 p 趋向 于 0; 因此 ,对 于 
任何 aE 忆 ,集合 /3B(e, p)) 组 成 了 的 Canehy 滤 子 基 , 而 由 于 古 
完备 , 这 个 滤 子 基 收 敛 (命题 20-8) 于 到 的 一 个 点 , 记 它 为 g(@). 

如 果 <E 卫 , 则 有 Je) EF(B(o p))， 故 Jo) =g(@， 因此 ， 
只 要 我 们 指出 g 一 致 连续 , 9 就 将 是 碰 求 的 的 延 拓 . 

出 假设 , 对 于 任何 s>0, 存在 m=gp(e) >0, 使 得 对 于 任何 
ye 满足 gc 奶 <<n, 就 有 (ff (wm), f(y)) 所 8. 

于 是 设 4，5E 加 满足 dCa,，5) mn， 则 存在 两 个 全 的 点 列 
《qa,)，(2,) 分 别 收敛 于 四 5, 且 对 于 任何 ww 满足 4Cas, 8) 过. 

关系 式 : 

9(@g) =—limf (an); 9 (0) =limf (bo); a(f (an), fb)) < 
导致 8(g(a),g(b))<e, 因 为 距离 a 是 连续 函数 , 从 而 9 一 致 连续 

证 明 甚 至 还 指出 , 如 果 了 的 连续 模 g 连续 ， 则 它 邮 样 也 是 对 
于 它 的 延 拓 9 的 连续 模 ， 特 别 是 当 了 是 比 为 五 的 Lipschitz 映 射 
时 , 9 也 园 样 是 这 样 的 映射 . 


对 、 逐 次 逼近 法 的 模式 、 

为 了 证 明 一 个 方程 的 解 的 存在 ， 不 管 它 是 数值 方程 、 微 分 方 
程 、 仿 微分 方程 还 是 积分 方程 ， 以 及 有 时 还 为 了 有 效 地 计算 这 个 
解 , 最 强 有 力 的 方法 是 所 调 逐 次 逼近 法 ; 它 首 先是 由 Bmile Picard 
系统 应 用 的 . 在 许多 情形 ， 它 可 带 来 一 种 我 们 用 下 列 不 动 点 定理 
来 具体 化 的 模式 : 

定义 81 设 了 为 集合 召 到 自身 的 映射 ， 记 谓 / 的 不 动 点 
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是 指 所 有 满足 Fo) 一 zr 的 +EB. 

不 动 点 定理 21-2 设 思 为 完备 距离 空间 ,是 如 到 自 丑 欧 术 
缩 ， 那 末了 有 不 动 点 , 且 是 唯一 的 . 

更 确切 地 说 ,对 于 任何 xroE 用 ,点 vo 的 移 代 序 列 和 一 产 (zo) 收 
敛 于 点 4， 而 &% 是 方程 zf (%) 的 解 .。 这 个 解 4 是 该 方程 的 唯一 
解 . 

证 明 我们 假设 了 (是 其 比 上 <1 的 Lipsehitz 陕 射 , 且 置 mi 一 
了 (20) 以 及 更 一 般 地 置 2 一 co)， 对 于 任何 mw 点 对 (os zw) 变 
为 点 对 (wp zk) . 

因此 有 Ola, tn) Sbd (m1, Wn). 

由 这 种 形式 的 前 个 关系 式 可 得 

wn, rnt) Eh dro, Ti), 
敬 G (gn, mg) < SB dr, ipt) EO (ro, v1) Sb 
=—d(ro, tk"/ (1—k). 

因为 0<k 一 1 故 mm 的 序列 是 Cauchy 列 ， 设 6 为 其 极限 ; 由 
于 了 连续 ,iim f(%,) =f(@). 

关系 式 oa 一 cy 因而 给 出 极限 式 : 6 一 fw). 

这 个 解 4 是 方程 + 一 (2) 的 唯一 解 ， 因 为 对 于 该 方程 的 任何 
解 , 有 : 

dx, @) =d{(f (2), f(@)) <A(%, 0), 

这 就 导致 dw g) 二 0 以 至 m 一 0%. 

注意 , 所 利用 的 方法 构成 一 种 可 有 效 使 用 的 计 算 程序 ， 因为 通 
预 为 6(a， zs 的 级 数 比 公 出 为 的 几何 级 数 收 敛 得 要 快 ,. 更 确 
切 地 说 , 我 们 存 

Ren g) = 1im d (8,, mn) dee, vi) k"/ (LC—A). 


有 时 可 能 收 伍 委 过 要 更 快 ， 例 如 当 子 在 a 的 邻 域 上 的 限制 是 
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F(T) 阶 的 庄 缩 ,而 (四) 随 着 了 六 的 直径 趋向 于 0. 
7 1° 任何 吾 到 自身 的 压缩 映射 了 满足 以 下 所 说 ， 对 于 
任何 r, yEB(m# 了 ), 有 《fw), (9)) <9(w, 3; 但 反之 
不 然 ， 甚至 可 能 当下 在 这 一 意义 下 严格 缩小 距离 ， 且 媚 完 备 时 ， 


了 仍 没有 不 动 点 ，R, 到 自身 的 映射 x>(z” 十 了 就 是 一 个 例子 ， 

2。 当 妃 不 完备 时 ,如 到 召 的 压缩 映射 可 能 没有 不 动 点 : 例如 
]0, 起 到 自身 的 映射 + 一 2/2 没有 不 动 点 

注 噶 -3 设 了 为 完备 的 如 到 自身 的 比 为 的 压缩 映射 ; «为 
了 的 不 动 点 . 

对 于 任何 数 p>0， 

f"(B(a, p)) CBa, krp). 

特别 是 如 果 如 有 界 ,递减 列 8(f"( 如 )) 有 极限 为 0; 序列 f"(%) 
因而 一 致 趋向 于 w%. 

21-4 可 能 有 这 样 的 情形 ， /不 是 压缩 但 了 的 适当 的 第 /是 
压缩 ; 于 是 置 户 -9. 

对 g 我 们 可 以 应 用 定理 34-1. 如 果 e 是 9 的 不 动 点 , 则 关系 
式 9g(@) a 给 出 

f(g(@)) =f (0)i 
既然 ?1 一 f(g) 一 g《 放 ,我 们 也 有 
yf (0)) =f 0. 

因此 f(@) 是 g 的 不 动 点 ， 这 种 点 的 唯一 性 指出 f(e) ~w@， 换 句 话 
说 , e 也 是 的 不 动 点 . 

对 于 任何 EB,g" (zo) 或 f”(zwo) 收 伍 于 @ 由 于 下 连续 ,f"?1 
(ze) 也 收敛 于 邓 以 及 更 一 般 地 P?+(zo) (其 中 je 力也 收 化 于 a 
因此 P(zo) 的 序列 也 收敛 于 w. 

例 1° 恕 是 Euclide 空间 R" 是 比 b<1i 的 相似 (距离 冬 
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十 常数 因子 的 变换 )，y 的 不 动 点 e 称 为 相似 中 心 . 
2° 设 f 是 定义 在 有 界 册 区 间 加 = [w&, 切 上 的 可 导 获 佳丽 数 ， 
它 的 值 集 也 包含 在 [w, 妇 中 , 且 |f"|<k, 其 中 <1. 
于 是 [a 可 到 自身 的 阮 身 了 是 比 为 提 压 缩 ， 从 而 定理 可 应 
用 
这 是 求解 数值 方程 的 熟知 方法 . 村 
例如 设 为 [1，-，[ 到 自身 的 里 射 s_y(o/3 -17a); 它 是 雍 为 
1/2 的 压缩 ， 且 其 不 动 点 为 V3. FOV) - 0, 该 程序 的 收 
敛 特别 快 . 
我 们 将 寻 到 这 个 定理 对 隐 湛 数理 论 和 和解 微分 方程 凸 的 其 他 应 
用 ; 然而 ， 对 于 这 些 应 用 , 引入 一 个 参数 来 使 定理 31-2 精确 化 ， 那 
将 更 为 方便 . 
定理 21-5 设 厂 是 拓扑 空 间 , 为 完备 中 次 空间 f 为 Lx 
召 到 且 的 连续 映射 ,满足 以 下 所 述 ; 对 于 任何 XE 五 召 到 如 的 映 
射 z>f(%, zz) 是 比 为 6 的 压缩 (其 中 <1, 不 依赖 于 和 ). 
如 果 对 于 任何 和 , 我 们 用 w 来 表示 满足 2 一 fC%, 四 的 召 的 点 
2, 则 荆 到 恕 的 映射 >a, 是 连续 的 . 
证 明 设 hEL 我 们 证 明 映 射 和 >a; 在 点 %o 连续 . 
设 s>0; 由 于 了 连续 ,存在 的 邻 域 V, 使 得 对 于 任何 EV， 
有 
a(f (ah f No, 1)) 8. 
而 三 角形 不 等 式 给 出 
Gl, 1) —aCf ON, oO os<dCFO w) FON, qo)) 
+a(f ON, 1), FNo, 1)) ELkd (a,, om) + 8. 
故 d(as, am) 太 se/ (1 一 b) 对 于 任何 和 EV 成 立 . 
注 ” 其 实 我 们 只 利用 了 关于 和 的 偏 连续 性 ， 但 是 这 一 注 并 不 
能 减弱 假设 条 件 , 因为 任何 五 x 召 到 如 的 映射 凡 如 果 它 关于 》 仿 
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连续 , 而 关于 它 又 是 比 为 上 的 Lipschitz 映射 ， 那 末 它 在 上 x 如 
上 连续 ; 这 直接 可 由 下 列 不 等 式 得 到 : 
Gf N, 2), f No, ro)) 
< Cf (hs ,ju mo) +aCF ON, a0), fF (No, oo)) 
<kd(s, vo) +ad(f Wh, wo), f No, xzo))， 
最 后 一 个 囊 达 式 显 然 当 x 一 x0, No 时 趋向 于 0。 


22、 简单 收 合 和 一 致 收 敏 


分 析 中 最 有 用 的 拓扑 空间 是 函数 空间 , 即 元 素 为 函数 的 空间 , 
在 这 种 空间 中 , 我 们 可 以 通过 空间 的 拓扑 , 在 一 种 确定 的 意义 下 ， 
谈论 一 些 函 数 赵 向 于 另 一 个 函数 的 收敛 性 。 反之 , 当 我 们 希望 研 
究 给 定 的 函数 集合 的 某 些 给 定 特征 时 ， 对 这 一 集合 赋 以 对 研究 这 
种 特征 适用 的 拓扑 ,往往 会 有 很 多 方便 . .: 、. :i 

:下面 是 这 类 情况 的 几 个 例子 ， 

设 吾 为 [0， 岂 上 有 所 有 各 防 导数 的 数 信 冰 数 集 全 这 是 一 个 
向 量 空间 ; 如 果 我 们 想 研 究 与 这 一 向 量 结构 有 关 的 性 质 时 , 我们 可 
使 召 的 拓扑 在 一 定 的 意义 下 与 向量 空间 的 结构 相 容 ， 特 别 是 ， 如 
时 我 们 寻求 一 种 用 虐 离 定义 的 拓扑 ， 它 应 该 使 对 于 吾 的 平移 不 
变 ; 因此 只 需 定义 吾 的 元 素 0 和 任意 元 素 了 之 间 的 距离 ， 我 们 用 
2( 力 来 记 这 一 距离 . 

1°。 如 果 我 们 现在 希望 表达 ， 函 数 2z->f(%) 在 9 的 附近 , 是 指 
它 对 所 有 zx 都 很 小 , 那 末 置 

P71) ~—suplf (2) 1. 


2。 如 果 相反 我 们 只 想 表示 , 7“ 焉 均 "很 小 , 那 末 是 
NACI 
或 者 为 了 再 避免 Fa) 的 大 信 , 置 
400， 


p=-(f ran 
8。 与 此 相对 照 , 我 们 还 可 表达 了 不 仅 处 处 很 小 ， 并 且 振 葛 也 
不 太 过 分 . 
根据 需要 , 可 置 
p(f) 一 1f(0) 1+ 在 [0, 们 上 的 全 变 差 ? 
或 Pp(f)=|f(0) |+sup|f’(%)|. 
4 如 果 我 们 想 表达 所 有 站 到 n 的 各 阶 导数 都 很 小 , 那 末 置 
p= FOT+IFOT T+ D0) | +suplf™(o)]. 
在 研究 赋 范 空间 时 , 我 们 再 来 仔细 同 顾 这 些 处 理 ， 目前 我 们 
将 只 简要 地 研究 两 种 最 有 用 的 收敛 方式 . 
简单 收敛” 设 下 为 集合 , 其 上 的 拓扑 可 有 可 无, 了 是 拓扑 空 
间 . 设 f 是 下 到 了 的 映射 ,(f,) 为 五 到 了 的 映射 列 . 
定义 ?2-1 我 们 说 序列 (Jf) 简单 收效 于 户 是 指 对 于 任何 
2 及 ,序列 (fn(2)) 收 合 于 f(z). 
例 le 设 记 为 0， 妇 到 RR 的 映射 wor. 这 个 序列 简单 中 
敛 于 如 下 定义 的 函数 记 
Jo) 一 0， 当 2 二 1 大 (1) =1. 
2° 设 广 为 只 到 民 的 映射 cnz/(L 二 azl)。 
这 个 序列 简单 收敛 于 如 下 定义 的 函数 六 
Jo = 一 当 2<0 Jo) 一 1 当 2z>0 f(0)=0. 
3° 设 握 为 RR 到 民 的 映射 cL/ 纪 十 《一 起， 这 个 序列 简 
单 收敛 于 f 一 0. 
更 一 般 地 ,谈论 函数 族 的 简单 收敛 ， 也 是 方便 的 
定义 -2 设 (f0)ier 为 于 到 了 的 映射 族 ,多 是 T 上 的 滤 子 
基 , 我 们 说 该 族 沿 鹃 简单 收 黎 于 户 是 指 对 于 任何 <E 开 ,jie) 灌 
W 企 变 差 的 定义 参看 8 34， 一 -一 译 者 注 
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侈 收敛 于 f(z). 
例 1° 我 们 可 以 把 上 述 例子 中 把 整数 % 换 为 任意 数 , 而 取 民 
上 的 由 区 间 [o, 一 [组 成 的 泪 子 基 作 为 作 . 
2 设 为 定义 在 民 上 的 可 导数 值 函数 ， 用 
gu 一 (Fe 二 oan —f (2)) /0 
定义 的 函数 族 (ga) (其 中 aER') 当 a 趋向 于 0 时 ( 换 名 话说, 沿 由 
0 在 民 中 的 邻 域 在 民 * 中 的 迹 所 组 成 的 滤 子 基 多 ), 简单 收敛 于 导 
丽 数 广 . 
3° 设 民 "到 R 的 映射 fo 定义 为 
广 , oo 一 6 其 中 DIEN. 
当 p 和 g->oo 时 ,双重 序列 .fox 简单 收敛 于 函数 f, 它 满足 在 
大 点 j 了 一 二 而 其 他 处 处 为 0. 
7 我 们 没有 利用 下 到 了 的 映射 集合 上 的 拓扑 ， 就 已 经 
定义 了 简单 收敛 性 ， 其 实在 这 个 集合 上 就 隐蔽 着 一 个 称 为 
简单 收敛 拓扑 的 扫 扑 (见习 题 107)， 但 我 们 没有 机 会 明确 地 利用 
它 . 
这 里 注意 到 这 个 拓扑 一 般 不 能 用 距离 来 定义 是 有 益 的 ， 设 
(Cj 是 [0, 世上 的 数值 函数 列 , 它 简单 收敛 于 上 户 当 每 个 f。 本 身 是 
序列 (fsp) 的 简单 极限 时 , 可 以 想象 了 是 在 ,中 适当 选取 的 函数 
的 序列 的 简单 极限 . 直接 可 得 ， 当 简单 收敛 拓扑 可 距 时 ， 这 是 成 
立 的 (见习 题 67); 但 一 些 简单 的 例子 指出 , 这 并 不 成 立 ; 因此 这 一 
拓扑 不 可 距 (也 参看 习题 107) 
一 致 收敛 ”再 设 卫 为 拓扑 可 有 可 无 的 任意 集合 ,了 现在 假设 
为 距离 空间 ; 我 们 再 以 了 和 _f 表 示 于 到 了 的 映射 
定义 中-8 我们 说 序列 (Pu) 一 致 收效 于 (或 者 说 了 是 大 的 
一 致 极限 ), 是 指 对 于 任何 s>0, 存在 整数 no, 使 得 对 于 任何 wme 
和 任何 zwE 太 ,有 a(fn(%), 了 (%)) 所 s。 
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用 同样 方式 可 定义 族 (站 沿 涨 子 基 用 一 致 收敛 于 方 然而 当 
我 们 定义 了 一 致 收敛 拓扑 以 后 , 这 一 定义 就 将 变 为 无 用 . 

7 任何 一 致 收敛 于 了 的 序列 也 简单 收 伍 于 f, 但 在 本 
质 上 要 指出 ,反之 是 不 成 立 的 ， 下 面 是 若干 例子 : 

1? 设 所 是 由 下 列 条 件 定义 的 对 =[0, 本 上 的 连续 数值 机 
数 , 

在 [0, i/nj 上 ,fC0) 一 mez(1 一 02) 。 
在 [tm 1 上 ,fC%) 一 0. 

我 们 不 难 验证 序列 户 简单 收敛 于 函数 /一 0， 得 这 种 收敛 性 

不 是 一 致 的 , 因为 
aap| (Co) 一 fo)| 一 mm/ 和 
它 不 但 不 趋向 于 0, 而 趋向 于 十 ce. 

2” 在 说 明 简单 收敛 的 三 个 例子 中 ， 
任何 一 个 都 不 是 一 致 收敛 的 ， 前 两 个 特 
别 清楚 , 因为 极限 不 连续 ; 第 三 个 例子 
中 ,任何 有 界 区 间 上 序列 是 一 致 收敛 的 ， 
但 在 整个 只 上 不 一 致 收敛 , 图 3 

一 致 收 化 的 距离 和 拓扑 ”一致 收 全 的 研究 可 以 通过 在 下 到 
了 的 映射 集合 (于, 了) 上 引进 拟 距离 来 简化 . 

设 f, 9 是 集合 马 到 距离 空间 了 的 两 个 映射 , 置 

a(f, 9) —supa(f (%), g(%)). 


这 是 有 限 数 或 + co; 根据 以 前 对 集合 上 的 所 距离 的 研究 , 对 于 
任何 "GE 环 ， 


其 [一 
六 


ds(f, 9 —A(Fr), 9(%)) 
是 多 (是, 了 ) 上 的 所 距离 , 故 
df, 9) —supds(f, 9) 
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也 是 拟 距离 ， 此 外 ， 
(frDIAF, 力 关 0). 

当 了 有 有 限 直 径 时 ,4(f, 9) 总 是 有 限 的 , 故 @& 是 7-(X,Y) 
上 的 距离 ; 当 了 任意 时 , 有 时 用 inf(d, 来 代替 拟 距 离 4 较 方便 ， 
inf(g, 1) 是 距离 ， 且 在 FF( 玉 , 了) 上 定义 了 与 4 定义 的 一 样 的 拓 
扑 和 一 样 的 一 致 结构 . 

与 拟 距 离 @ 相 联系 的 ZF-( 了 ,了 ) 上 的 拓扑 称 为 一 致 收 雍 丘 
扑 ; 这 一 术语 的 合理 性 出 下 列 命题 可 见 ， 

命题 吕 4 到 了 的 肌 射 列 ( 方 ) 一 致 收敛 于 万 这 个 说 法 等 
价 于 下 列 说 法 : 在 被 赋 以 一 致 收敛 拓扑 的 空间 .FF (于, 了) 中 ,点 列 
记 收 但 于 点 了 

事实 上 ， 函 数列 户 一 致 收敛 于 户 这 个 说 法 等 价 于 下 列 说 法 ; 
对 于 任何 s>0, 当 充分 大 时 , 有 

lo ,六 (wm)<s 对 任何 2zE 及 成 立 ， 
这 又 等 价 于 3(C1， 记 <e. 

一 致 收敛 在 图 象 上 的 解释 “利用 马 到 开 的 映射 的 图 象 ， 
可 对 一 臻 收敛 提供 一 种 方便 的 直观 解释 ， 

设 B(f, 6) 为 满足 

dly, f (¢)) < 

的 于 x 了 的 点 (w, 细 的 集合 , 这 个 集合 构成 围绕 了 的 图 象 的 某 种 
半径 为 s 的 管子 . 

a(f, 9) 三 8 等 价 于 

A(f (0), g(0)) <s 

对 于 任何 xEX 成 立 ， 或 者 也 等 价 于 g 的 图 象 包含 在 B(f, 8) 
中 ， 
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图 4 

说 序列 ( 思 ) 一 致 收 伍 于 户 等 于 说 , 对 于 任何 s>0, 任何 从 某 
个 范围 起 的 ,其 图 象 都 在 B(f， se) 中， 现在 就 能 很 好 地 看 出 , 在 
上 面 的 例 1 中 , 为 什么 所 不一致 收敛 到 0,， 因 为 对 于 每 个 se< 工 ， 
任何 一 个 的 图 象 都 不 含 于 B(0, 5) 之 中 . 

完备 空间 的 情形 “引入 FX 及 , 了) 上 的 拟 距 离 8 后 ， 就 可 谈 
论 函 数 的 Cauohy 列 , 并 陈述 下 列 定理 ， 

定理 225” 当 距离 空间 了 完备 时 ,空间 多 ( 开 , 了) 也 完备 

证 明 设 ( 及 ) 为 多 (下 , 也) 的 Oauchy 列 ， 对 于 任何 we 及 ， 
不 等 式 (fo(w), f(s))<a(Js, 0) 指出 了 的 点 列 (f,()) 是 
Cauchy 列 ， 由 于 了 完备 , 它 具有 极限 , 记 作 Co . 

既然 是 Oauchy 列 , 对 于 任何 s>0, 存在 整数 ws), 使 得 对 
于 任何 p,q>n(e) 和 任何 w€ 对 ,有 

pr, flo) <e. 

如 时 在 这 个 不 等 式 中 让 «和 固定, 而 g->oo, 则 fa(%) 趋 向 

于 Je) ,因此 我 们 得 到 不 等 式 ， 
ds(o)， f(w))<e 对 于 任何 p>n(s) 成 立 . 

由 这 个 不 等 式 得 到 6(fs, 让 过 8， 因此 序列 人 在 被 赋 以 拟 距 
离 了 的 空间 红 ( 艺 , 了) 中 收 仑 于 /. 

这 样 , 这 一 空间 就 是 完备 的 . 
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系 观 -6 任何 距离 空间 召 可 以 完备 化 ; 其 意义 为 存在 完备 路 
离 空间 肪 和 允 到 外 的 子 集 上 的 等 距 刀 使 得 六 ( 盏 ) 在 及 中 处 处 稠 . 
事实 上 ,以 了 表示 如 到 (加 R) 的 映射 , 它 对 于 任何 aE 妃 
联系 由 f。(w) -3(e, 四 所 定义 的 .多 ( 吾 , 民 ) 的 元 素 .fs 这 里 5 表示 
五 中 的 距离 . 
关系 式 |5(a, 四 一 5 2) |<6(0, b) 
和 l(a, DD —6(b, b)|=8(0, b) 
指出 ,在 .多 (至 , 只 ) 中 有 
d(fo, 及) 一 8(a, 5) 对 于 任何 ,5E 加 成 立 . 
因此 , 映射 f 是 加 到 f(B) 上 的 等 距 ， 记 求 的 空间 衣 无 非 是 
f( 恕 ) 在 完备 空间 .F(R, R) 中 的 闭 包 . 
不 难 验证 , 妃 的 完备 化 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 , 其 意义 为 如 果 
有 轧 的 两 个 完备 化 ( 角 , 有 和 ( 镶 ，f),f() 到 了 (BR) 上 的 等 距 f'。 
可 以 唯一 的 方式 延 拓 为 依 到 名 上 的 等 距 . 
连续 性 在 一 致 收 伍 下 保持 ”现在 假设 下 为 拓扑 空间 ,而 了 总 
是 距离 空间 ， 于 是 我 们 可 以 谈论 了 到 了 的 映射 的 连续 性 ， 我 们 
即将 看 到 这 个 特征 在 一 致 收 伍 下 保持 . 
定理 骂人 设 户 为 和 到 了 的 歇 射 列 , 它 一 致 收敛 于 户 a 为 
脏 的 点 . | 
如 果 所 有 六 都 在 6 上 连续 , 那 末 了 也 在 ga 上 连续 . 
证 明 给 出 s>0， 由 于 户 一 致 连续 , 存在 整数 no 使 得 
G(f(w), fm.(%))<s 对 于 任何 ZEX 成 立 ， 
由 于 _,, 在 a 上 连续 ,存在 & 的 邻 域 V 使 得 
a(fn(z), fn(q))<<e 对 于 任何 EV 成 立 . 
由 此 得 到 , 对 于 任何 EV, 有 
OCF 0), FO SAF Cw), fam)) + fe), "(0) 
+ad(fn (0), f (0)) <38. 
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由 于 s 任意 的 , 这 个 不 等 式 证 明了 了 在 a 上 的 连续 性 . 
系 跑 -8 如 果 所 有 广 都 在 系 上 连续 , 且 一 致 收 仇 于 几 那 末 
丽 数 了 也 在 互 上 连续 . 
系 观 -9 设 访 为 距离 空间 浆 到 距离 空间 了 的 连续 映射 列 ， 
如 果 对 于 克 的 任何 紧 集 天, 记 在 及 上 的 限制 一 致 收 伍 ， 那 未 序 
列 (在 下 上 收敛 , 日 它 的 极限 三 连 续 ， 
这 是 上 一 定理 和 系 16-8 的 直接 推论 . 
我 们 将 经 常 利用 这 一 系 
7 定理 加 -7 及 其 系 可 直接 推广 到 连续 函数 族 沿 滤 子 基 
的 一 致 极限 . 
相反 , 这 里 必须 注意 , 定理 22-7 不 能 推广 到 简单 收敛 . 
当 连 续 函 数列 六 简单 收敛 于 函数 时, f 具 有 一 定 的 正则 特 
征 , 但 它 并 不 总 是 连续 的 . 例如 , 单项 式 ,(%) 一 vw 的 序列 在 [0, 1 
上 简单 收敛 于 这 样 的 函数 了 : 它 在 [0, 1[ 上 为 0, 而 在 x1 上 为 1, 
空间 人 (于, 了) ”我们 将 用 儿 ( 卫 , 了) 记 由 拓扑 空间 下 到 距 
离 空 间 了 的 连续 映射 所 组 成 的 .多 ( 交 , 了 ) 的 子 空间 ， 由 上 一 定 
理 可 得 (于, 了) 是 被 赋 以 一 致 收敛 拓 盾 的 .FF( 卫 ， 了) 的 闭 子 空 
间 ; 当 后 者 完备 时 , 多 ( 开 , 二) 也 完备 ， 因 而 可 以 陈述 : 
定理 观 -10 当 了 完备 ，. 多 ( 开 , 了 ) 上 被 赋 以 一 致 收 全 的 拟 
距离 时 , 由 连续 映射 组 成 的 子 空间 多 (及 , 了 ) 也 完备 . 
注 甚至 在 对 和 了 上 强加 上 十 分 苛刻 的 正则 性 假设 时 ， 
闻 多 (于, 了) 一 般 并 不 紧 . 
例如 假设 和 和 了 是 紧 的 ， 且 便 等 于 区 间 [0, 1 于 是 集合 
% (了, 了) 无 非 就 是 定义 在 [0, 各 上 取 值 在 [0, 切中 的 连续 数值 函 . 
数 全 体 . 
在 多 (和 , 了) 上 选择 适当 的 距离 后 , 这 个 空间 是 完备 的 , 但 不 
是 紧 的 , 甚至 不 是 局 部 紧 的 ， 例 如 这 个 空间 的 元 素 0 没有 任何 紧 
。 JI07 。 


邻 域 ,因为 对 于 任何 >-0, 用 所 (w) 一 ksin?new 定义 的 序列 不 包含 
任何 收敛 子 序列 ， 

子 集 集合 上 的 一 致 收 敏 ”数值 函数 列 w>1/[1+ (2 一 吕 习 简 
音 收 敛 于 函数 0 但 这 一 收敛 是 不 一 致 的 ; 相反 ,对 于 民 的 任何 区 
间 [a, 51, 这 些 函 数 在 [w, 杂 上 的 限制 一 致 收 傅 于 0.。 。. 

更 一 般 地 , 系 22-9 指出 在 任何 紧 集 上 一 致 收敛 的 意义 

这 是 下 列 的 有 普遍 重要 性 的 概念 的 特殊 情形 . 

定义 22-11 设 子 为 任意 集合 ;了 为 距离 空间 ,wx 为 X 的 于 
集 集合 ， 我 们 以 户 表示 卫 到 了 的 映射 ，“ 

我 们 说 广 在 任何 4E.o 上 一 致 收敛 于 万 是 指 对 于 佳 何 
4E.of, 户 在 4 上 的 限制 一 臻 收敛 于 了 在 4 上 的 限制 . 

例 1? 如 果 . 必 只 有 一 个 元 素 互 ， 则 我 们 又 得 到 通常 的 一 臻 
收敛 . 本 
2° 如 果 .x 是 下 的 退化 为 一 个 点 的 子 集 全体 , 则 我 们 又 得 到 
简单 收敛 . 

3” 如 果 .是 及 的 紧 集 全 体 , 则 我 们 得 到 在 任何 紧 集 上 的 一 
致 收银. 

一 致 收敛 和 单 收敛 之 间 的 关系 ”许多 例子 向 我 们 指出 ， 函 教 
列 的 简单 收敛 性 不 一 定 导致 它 的 一 致 收敛 性 ， 然 而 下 面 是 一 种 使 
该 命题 成 立 的 重要 情形 : . 

引 理 吕 -12 设 子 为 紧 空 间 ，f, 户 ( 其 中 中 = 也 2 …) 为 总 
到 距离 空间 了 的 连续 映射 | 

如 果 对 于 任何 zE 及， 距离 列 4(f(w)，f,(%)) 递 碱 且 趋 向 于 
_ 由 那 末 姑 对 了 的 收敛 是 一 致 的 . 

事实 上 , 对 于 任何 s>0, 集合 卫 ,~ fo:@(j(o)， 访 (2))>> 引 是 
闭 集 ; 互 ,的 序列 递减 , 且 它 们 的 交 是 空 集 ， 

因此 ,存在 wo 使 得 (rn 之 mo) 导致 (4(J(z), f(w)) < 天 6)， 而 这 就 
108. 


是 户 对 了 的 一 致 收敛 ， 
系 -13( 称 为 Dini 定理 ) 如 果 成 是 紧 空 间 ， 了 和 广 E 
多 ( 并 , R)， 上 且 序 列 ( 户 ) 单 调 简单 收敛 于 六 那 来 收敛 是 一 致 的 . 
我 们 应 用 引 理 ， 并 内 要 注意 到 序列 |f (2) 一 (2) | 递减 趋向 
于 0., . 
7 这 里 是 序列 f, 单调 , 而 并 非 每 个 六 单调 ; 此 外 这 后 一 
种 理解 仅 当 苹 被 赋 有 序 时 才 有 意义 ,例如 当 基 = [0, 二 . 
然而 这 种 混淆 却 不 会 导致 错误 ， 事 实 上 可 以 验证 ， 当 区 间 [4， 
D1] 上 的 某 个 单调 数值 应 数列 (f,) 简 单 收敛 于 一 个 连续 函数 时 ， 收 
敛 是 一 致 的 (见习 题 85) . 


28. 等 度 连续 函数 空间 

尽管 完备 空间 有 前 面 一 些 定理 体现 出 来 的 明显 的 她 处 ， 但 是 
能 够 拥有 紧 函 数 空间 的 事 还 是 颇 为 可 贵 的 、 等 度 连续 的 概念 为 我 
们 提供 了 一 个 重要 的 类 . 

定义 了 81 设 革 是 拓扑 空间 ， 是 距离 空间 ， 加 为 FZ*X 
了 了) 的 子 集 . 

“1° 设 w€E 于 .我 们 说 如 在 点 4 上 等 度 连续 ， 是 指 对 于 任何 
4>0, 存在 4 的 邻 域 亚 , 使 得 对 于 任何 .FE 尽 有 

6(f (7))<s. 

2。 同时 , 当 加 是 距离 空间 时 , 我 们 说 加 是 一 致 等 度 连 续 ( 或 
同等 连续 ) 的 ， 是 指 对 于 任何 s 这 0， 存 在 7>0， 使 得 对 于 任何 
152 (G(s, 奶 达 导致 

(GCf(%), f() <e). 

如 是 一 致 等 度 连 续 , 这 种 说 法 显然 等 价 于 以 下 说 法 : a 的 所 有 
的 让 有 公共 连续 模 p. 

如 果 召 一 致 等 度 连续 , 那 末 它 不 仅 等 度 连续 ， 并 且 任何 六 E 刀 
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太一 殖 连 续 的 ， 

例 28 2 1 如果 表示 广 到 了 的 连续 映射 , 则 集合 {由 处 
处 等 度 连 续 , 但 仅 当 了 一 致 连续 时 它 才 一 致 等 度 连续 . 

2° 设 思 为 [0; 二 到 自身 的 映射 ->w" 的 集合 . 每 个 了 一 臻 
连续 ,五 在 [0, 1[ 的 任何 点 上 都 连续 ,但 如 不 是 一 致 等 度 连 续 的 . 

3° 如 果 了 和 六 是 距离 空间 , 子 到 了 的 比 为 的 Lipschitz 
映射 集合 有 (其 中 &>0) 是 一 致 等 度 连续 的 . 

4° 设 是 ,了 为 两 个 紧 距 离 空间 ,f 为 筷 x 工 到 距离 空间 的 
连续 映射 。 且 到 了 的 偏 映射 i 2->f(%, 的 集合 如 是 一 致 等 度 
连续 的 ， 这 是 /在 对 XI 上 的 一 致 连续 性 的 直接 推论 . 

命题 28-8 设 导 为 紧 距 离 空 间 ， 了 为 距离 空间 ， 那 末 多 
( 瑟 , 了 ) 的 任何 等 度 连续 子 集 是 一 教 等 度 连续 的 . 

证 明 设 s>0; 如 果 召 等 度 连 续 , 则 对 于 任何 “E 斑 ,存在 仿 
z 的 开 集 ww, 使 得 对 于 任何 /EZ, 8(f (ws)) <<s. 根据 引 理 18-1, 
于 是 存在 数 p>0, 使 得 下 中 任何 半径 为 p 的 开 球 包含 在 诸 ws 的 
一 个 之 中 ; 换 句 话说 , (d(w, 9y) <p) 导 致 4(f(w), f(y)) 之 s. 


一 致 等 度 连 续 性 的 解释 23-44 
如 是 函数 的 一 致 等 度 连 续集 等 价 于 对 所 有 E 召 存在 公共 的 
连续 模 g. 


于 是 设 a>0 任意 ,4 为 及 的 o 稠密 子 集 ,其 意义 为 对 杆 任何 
ZE, 有 4(z, 和 4) <m、 对 于 任何 有 EB 关系 式 go 23) 所 0 导 
臻 

dF (m1), fra)) pL); 
因此 对 了 在 和 4 上 的 限制 的 了 解 就 可 导致 对 了 在 世上 的 至 多 相差 
9(o) 的 了 解 . 

换 句 话说 , 召 的 函数 f 有 某 种 用 它们 的 连续 模 来 度量 的 “ 刚 
性 ”. . 
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例如 ， 对 [0, 1 上 的 比 为 上 的 Lipsehitz 数值 两 数 了 而 言 . 只 
要 了 (ft), FF2m，，FD/m，… 已 知 , 就 处 处 在 相差 Com 的 意 
义 下 已 知 . 

一 致 等 度 连 续 性 的 所 有 推论 都 起 源 于 这 种 “刚性 ”. 

定理 为 -5Ascoli) 设 开 和 了 为 两 个 紧 距 离 空 间 ， 了 如 为 被 
赋 以 一 至 收敛 拓扑 的 空间 (对, 了) 的 子 集 . 

如 一致 等 度 连 续 等 价 于 殖 在 5 和 (了 子 ) 中 相对 紧 . 

证 明 1° 设 刀 一 致 等 度 连续 ; 为 了 指出 五 是 紧 的 , 根据 定理 
18-2 的 系 , 上 只 需 证 明 厂 的 元 素 的 任何 无 限 序 列 和 访 包 含 在 多 (TY 
三) 中 收敛 的 子 列 ; 由 于 妇 ( 对 , 了) 完备 ( 因 为 了 完备 ), 其 全 只 斋 
指出 8 包含 Oauohy 子 列 . 

设 pp 为 所 有 JfE 加 的 公共 连续 模 。 对 于 任何 se>0, 存在 由 半 
径 为 e 和 中 心 为 2. 一 1，…, mn) 的 开 球 所 组 成 的 对 的 有 限 履 盖 ， 

由 于 了 紧 , 在 S 中 可 选 出 子 列 Si(e)，, 使 得 对 于 任何 f 和 gE€ 
Si(s), 有 . 

(DD gr(f (2), 9g(m)) 过 p(s) 在 点 z 一 江上 成 立 . 

由 这 一 序列 Si(e)， 我 们 又 可 以 选 出 在 点 %o。 上 具有 同样 性 质 
的 序列 Sa(s); 并 以 后 依 此 类 推 ， 直到 ”次 操作 后 , 我 们 就 构造 了 
一 个 对 每 个 点 mG$ 一 1，2,…*, %) 满 足 不 等 式 (1) 的 子 列 Sn(s); 我 
们 把 它 表 示 为 8(e)， 

由 构造 方法 , 对 于 任何 4E 计 ,存在 点 m 使 得 

Gr (%, m) Ss, 
这 就 导致 ”QCf (wm), (wD)) <<g (se) 对 于 任何 fES 成 立 . 
对 于 任何 f, 9ES(e), 因 而 有 
GD gL)) EDF), F801)) TAv (Fo), 9 (70)) 
tor gr), go) Ep(e), 
换 旬 话说 , 有 
"11. 


(2) a(f, 9) <p(e). 
这 样 我 们 就 明确 给 出 了 一 种 程序 ， 它 使 任何 序列 5 联系 一 个 
子 列 SCs), 后 者 的 任意 两 个 元 素 f, 9 都 满足 关系 式 (2). 
对 于 s 依次 给 定 值 为 (I，14/2,…, 1/m, …), 只 需 重 复 上 述 程 
序 , 就 可 得 到 逐次 的 序列 ， 
S, S(O), SC, 1/2), », RE 1/2, :°, L/n), *** 
其 中 每 一 个 都 是 前 一 个 的 子 列 ， 
由 于 p(l/ 有 极限 为 0， 这 个 序列 的 对 角 线 列 是 COauohy 
列 所 .这 就 是 所 求 序列 . 
2° 设 召 为 ( 评 ,了 ) 的 紧 子 集 . 
对 于 任何 s>0, 存在 娘 的 点 的 有 限 序 列 (fi, fs，…, 六 )， 使 
得 开 球 Bf 8) 构 成 避 的 开 有 覆盖 对 于 这 每 个 ,存在 mm%>0, 使 
得 不 等 式 
1 Gr m1, 23) < 
导致 dy(fi(21), fi(29)) <s. 
设 了 为 这 些 my 中 最 小 的 数 ; 对 于 任何 fE.B, 于 是 由 注意 到 J 
属于 某 个 BCf, 86) 从 而 有 : 
. dy(f (%1), f (%9)) Be, 
其 中 只 需 Gr (v1, Pa) < 让。 
换 句 话说 , 召 是 一 致 等 度 连 续 的 . 
7 定理 285 个 能 推广 到 半 或 了 是 局 部 紧 而 非 紧 的 情 
形 . 


例如 , [0, 刁 到 民 的 常数 映射 的 集合 书 显 然 是 一 致 等 度 连 续 
的 ; 然而 它 不 是 相对 紧 的 . 


*) 我 们 曾经 提 和 天 过 , 本 书 总 是 加 免 利用 选择 公理 .但 是 这 里 用 了 Cautor 对 角 线 
方法 , 它 需 要 承认 浇 择 公理 或 较 弱 的 可 数 选择 公理 ， 这 对 Aseoli 定理 来 说 是 本 质 的 
-一 译 者 注 
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同样 ,R 到 [0, 1 的 映射 x->1/[L+ (cz 一 由 对 的 集合 是 一 致 等 
度 连 续 的 , 但 它 不 是 相对 紧 的 . 

例 “区间 [o, 菇 到 区 间 [w 候 的 比 为 上 的 Lipschitz 映射 集合 
对 计 一 致 收 俩 拓扑 是 紧 的 . 

注 39-6 更 一 般 地 ,如 果 也 是 紧 距离 空间 , 了 是 任意 距离 空 
间 , 避 是 被 赋 以 一 致 距离 的 多 (站 , 三 ) 的 子 集 , 那 未 召 是 相对 紧 的 
等 价 于 妃 一 至 等 度 连 续 以 及 | 了 (X) 相 对 紧 ， 即 加 的 六 在 》 的 
同一 个 紧 集 中 取 值 ， 这 一 等 价 性 是 Ascoli 定理 的 一 个 容易 的 扒 
论 . 


24， 全 变 差 和 长 度 


直到 现在 为 止 , 我 们 所 研究 的 诸如 连续 、 一 致 连续 、 一 致 收敛 
等 概念 都 没有 度量 特 狂 ， 即 使 当 利用 一 种 距离 对 研究 它们 更 为 方 
便 时 , 也 是 如 此 . 
相反 ， 我 们 即将 定义 的 全 变 差 则 表现 出 本 质 上 是 一 种 度量 特 
性 . 
设 卫 为 全 序 集 ( 它 将 起 着 参数 集 的 作用 ), f 为 卫 到 距离 空间 
互 的 映射 为 了 简化 记号 ， 我 们 将 以 joy] 来 表示 允 的 两 点 忆 g 的 
距离 . 
定义 路 -1 对 于 任何 了 的 有 限 集 o, 所 调 了 在 co 上 的 全 变 差 
是 指数 
Vo= BFF tn) |, 
其 中 如 由 天 妈 < < 如) 表示 的 点 ， 
三 角形 不 等 式 立刻 指出 (xcCo") 僵 (Fe<Tw)， 换 句 话说 , Fr。 
是 0 的 递增 函数 ， 于 是 自然 可 提出 下 列 定 义 : 
定义 2 对 于 任何 4cCT, 所 谓 了 在 4 上 的 全 变 差 是 指 有 
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限 或 无 限 正 数 4, 它 定义 为 : 
4 一 sap 了 VV。 (对症 所 有 有 限 oc 4). 
当 六 过 coo, 我 们 说 ff 在 4 上 有 有 界 变 差 . 
显然 了 4 是 4 的 递增 函数 . 
特别 是 , 如果 也 有 第 一 个 点 a 和 最 后 一 点 B8, 则 有 
Vr>Vos 或 Fo f(B) |. 
例 1° 设 f 为 了 到 R 的 递增 映射 
关系 式 Vo= Ef 一 GD) =f(t) —f (ti) 
指出 , 如 果 了 有 第 一 个 点 a 和 最 后 一 个 点 B, 则 
Vr=f(B)—f(. 
如 果 了 递减 , 则 
Vs=|f(B) -Jo |. 
设 了 为 民 的 区 间 [w， 站 到 距 涡 空间 忆 的 比 为 上 的 
Lasoohita 映射 . 
对 于 任何 o={ 红 己 [w, 中 ,我 们 有 
< tt) kD ea). 
因此 Vin < 有 8 一 GD) . 
命题 中 -3 全 变 差 在 下 列 意义 下 是 可 加 的 : 对 于 任何 x ET 了， 
如 果 : 
T= (ee, oa) NT 和 Ts~ ([z, >0) NT, 
那 末 有 Vr=Vs,+ Vn,. 
事实 上 ,由 于 六 。 是 o 的 递增 函数 ; 我 们 也 有 
Frx 一 snpJo 对 于 所 有 含 = 的 有 限 e 成 立 . 
， 既然 一 个 这 样 的 有 限 的 o 无 非 就 是 某 个 Ti 的 合 z 的 cz 和 基 
个 了 ;的 合 & 的 0 的 并 , 从 而 
Vo=V ,+ Vo 
。1I14d 。 


因此 我 们 有 
了 一 Sup 一 sup VatY,,) 一 Sap 玉 十 Sup VY,=V, + Vy,. 
定义 3 和 设 T,T' 为 两 个 全 序 集 ,了 ,了 为 T,T' 各 自 到 歼 
的 两 个 映射 我们 说 f, /是 等 价 的 , 是 指 存在 T' 到 7T 上 的 递增 
双 射 p, 使 得 f=fog. 
这 样 的 关系 显然 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ， 因 而 是 等 价 关 
系 . 
命题 2- 如 果 于 和 等 价 , 郑 末了 和 六 分 别 在 于 和 二. 
的 全 变 差 了, 六 相等 . 
事实 上 , 对 于 任何 wy ET', 有 
DACOIMODIE ACTEDIACIONIE 
因而 对 于 任何 o/cCT'，f' 在 co 上 的 全 变 差 等 于 f 在 c=p(o) 上 
的 全 变 差 . 
由 此 得 到 六 <V; 同 理 可 证 六 和 7 故 等 式 成 立 : 
参数 化 曲线 ”今后 我 们 将 只 考 虚 了 是 民 的 区 间 [w, 站 和 了 
是 连续 的 情形 ; 在 这 种 情形 , 我 们 说 , 侦 (T, 有 ) 是 套数 化 曲线 或 路 
径 , 并 称 Vz 为 这 一 曲线 的 长 度 ; 当 这 一 长 度 有 限时 , 我 们 说 曲线 
是 可 度 长 的 。 


对 于 7T 的 任何 有 限 子 集 o, 设 
= {t1, ta, **, 加 }， 其 中 g 一 二 << 丰 < < 四 一 D， 
我 们 称 数 He) sup|tirz 一 后 | 
为 o 的 模 . 


定理 -6 对 于 任何 参数 化 曲线 (T,f), Vz 是 让。 当 模 Ac) 
趋向 于 0 时 的 极限 . 
拷 句 话说 :为 回 定 想法 , 假设 订 <co)， 对 于 任何 s>0， 存 在 
9>0, 使 竺 
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(zc) < 四 全 (Fo 一 Fr<e)， 
有 时 我 们 把 这 个 定理 说 成 是 ， 曲 线 的 长 度 是 曲线 上 的 内 接 多 
边 形 长 度 的 极限 , 这 里 是 指 把 任何 偶 (c， 力 称 为 内 接 多 边 下 ， 其 中 

2 的 有 限 子 集 g 包含 a 和 2. 

证 明 我 们 假设 Vr<%w; 当 Fxz=co 时 ,证 明 完 全 类 似 . 

对 于 任何 s>0， 根 据 Vz 的 定义 ， 存 在 有 限 的 co, oo = {tt 

-， 加 小 使 得 

Vr—V <e. 
由 于 了 在 了 上 一 致 连续 , 存在 数 9>0, 使 得 |v 一 ?< 导致 
| Go Ff0%) | < s/no; 

此 外 , 我们 将 假定 "小 于 联系 ae 的 区 间 上 车， 如 世 的 最 小 长 度 ， 

于 是 设 c 为 了 的 任意 有 限 集 , 其 模 w(ac)<m， on 的 每 一 区 间 
[二 4 至少 包含 一 个 不 同 于 友和 41 的 点 ; 以 如 (相应 地 , 如) 表示 
0 的 满足 4< 让 相应 地 ，t 妇 的 点 圭 中 的 最 大 者 (相应 地 ， 最 小 
者 ); 置 


ft) 一 = (人 一 23 f 8) 


tt 7 
tis ti | tor 
图 5 
我 们 有 
- Vovo,— po < Bm +] mam | 一 | mm 
<Blmimml + jment | <2Ce/no)wo—28. 
把 关系 式 ; | 
. Vr—V es 
Vo,<V oo 
Vovo ~—V <28 
两 端 相 加 , 则 得 
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Jr 一 六 -<8as; 
这 就 是 把 。 换 为 3 的 所 求 的 方程 式 , 
系 中 -7 如 果 Jzr<co， 那 末 卫 到 民 的 映射 纪 >rooo 是 递增 
连续 的 . 
证 明 给 定 s>0; 于 是 存在 n>0 使 得 
(ko) < Vr VV <) 
以 及 (ly-z| < DFW | < a). 
再 设 rw, y 为 [w, 要 中 满足 0<y 一 wz<” 的 任意 两 个 点 . 
存在 含 >, y. 但 不 含 [z, 几 中 的 其 他 点 、 并 且 满 足 模 w(c) < 
的 e; 我 们 以 cx 和 os 表示 在 [w, 和 [y, 幻 上 的 迹 , 
关系 式 Faz<+s 可 写成 
Viswt Vre,y; t+ Vy, —V io, < 
一 下 十 | (2)F 0) 十 十 8 
< Vio,o+ + Vy,v+ 8. 
故 Fen<2e 对 于 任何 满足 1y 一 2| <n 的 wv, gy 成立. 
下 面 的 陈述 有 关 赋 范 空间 (参看 第 六 六 章 的 15-3 和 15- 儿 ,但 
我 们 显然 可 以 假设 五 是 Buclide 空间 R". 
系 84 -8 如 果 恕 是 赋 范 空间 , 映射 了 有 连续 导数 , 那 末 有 
= | NCO. 
证 明 … 给 定之 0， 由 于 六 一致 之 续 , 存在 9>>0 使 得 当 0<. 
ov 一 4 之 7 时 ,有 | 了 (9) 一 六 (D1 二 s;， 第 六 章 的 命题 15-8 于 是 可 指 
出 ; 
[fw 一 /Go — -DF sD. (4) 
又 设 有 限 的 ocCT; 则 存在 男 一 个 有 限 的 o 满足 eco 使 得 
go 的 相继 两 个 点 纪 44d 满足 (ir1 一 科 二 n, 并 使 得 
DT LAT 
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与 MAGIES 
至 多 相差 s. 
把 关系 式 (也 用 到 给 出 的 点 对 人 如 站 上 ， 并 利用 三 角形 不 等 
式 ,再 求 和 , 即 得 | 
DRACONE DHOOM LAA LA (2) 


故 
Le MA [at| <s (0—o)+s. 8 
而 Ve<V,, | 
故 Vr=supVow supV,, 


因此 , 关系 式 (8) 证 明了 所 求 关系 式 . 
特殊 情形 如果 如 是 被 赋 以 Euclide 范 数 的 空间 R", 则 用 户 
表示 了 的 坐标 映射 , 关系 式 就 变 为 


Va= | EF) gt. 


乘积 空间 的 参数 化 曲线 设 刀 为 距离 空间 的 有 限 族 : 为 
如 ;上 的 距离 . @ 为 妃 ; 的 乘积 如 上 的 常用 距离 中 的 任意 一 个 . 

设 f=(f0) 为 [a, ] 到 户 的 映射 ; 下 (相应 地 ,了 Fo 为 了 的 全 变 
差 (相应 地 ,六 的 全 变 差 ). 

由 不 等 式 Gv 1) dw, 9) < Bo (Coi 0 
可 得 一 个 类 似 了 对 对 在 [6, 要 的 任何 有 限 子 集 o 上 的 变 差 成 立 的 不 
等 式 , 故 立 即 有 : : 

Ve<V eZV,. 

特别 是 我 们 可 陈述 : 

命题 路 9 距离 空间 的 有 限 乘积 的 参数 化 曲线 可 度 长 这 个 
说 法 , 等 价 于 下 一 说 法 : 此 距离 空间 在 每 个 因子 空间 上 的 射影 也 是 
可 度 长 的 . 
。 了 178 。 


说 1° 设 工 是 由 ia, 肌 到 R" 的 连续 映射 7 二 (有 所 定义 的 
Euclide 空间 R" 的 曲线 ,可 度 长 等 价 卫 每 个 所 是 有 界 变 差 的 . 
2° 设 丁 为 [a, 四 到 RR 的 连续 映射 在 民 ? 上 的 图 象 ; 这 里 我 
们 可 把 图 象 工 与 曲线 >(w, f(w)) 看 作 一 样 ， 因 此 ， 当 了 有 有 轩 
变 差 时 , 这 一 图 象 有 有 限 长 度 ， 
7 必须 注意 到 , 了 的 全 变 差 (或 与 了 相 联系 的 只 的 路 径 
长 度 ) 从 来 不 会 等 于 了 的 图 和 象 的 长 度 ; 后 者 是 区 间 ] 亚 , 一 十 
2 一 中 中 的 元 素 ， 
有 界 变 差 的 数值 务 数 ”上面 的 例子 指出 有 和 界 变 差 的 数值 西数 
的 重要 性 ; 我 们 由 此 也 来 对 它 作 一 简要 的 研究 ， 更 确切 地 说 , 我 们 
将 研究 [w, 加 上 的 有 有 和 界 变 差 的 有 限 数 值 函 数 的 集合 的 结构 . 
对 于 任何 JEY ,我 们 以 六 (表示 了 在 [w ] 上 的 全 变 差 . 
命题 Mt-10"” 1? 入 是 向 量 空 间 ， 且 玉 是 办 上 的 半 范 数 ， 其 
意义 为 
VEOV A =IXFCPDFCPTA<FCP 二 (Po). 
2。 :入 包含 递增 函数 形成 的 凸 锥 2Ya, 且 少 的 任何 元 素 是 
Ya 的 两 个 元 素 的 差 . 
证 明 1° 设 f 和 yg 是 [a, 妇 上 的 任意 两 个 数值 函数 ， 并 置 
大 一 十 9。 对 于 任何 wwE [a, 站, 我 们 有 : 
[htw) 一 有 Co = TCFCo 一 GO) 二 (Co) ~g00)| 
< 和 Gy) -FW 1 +g) 一 go 1. 
于 是 对 于 [w, 志 的 任何 有 限 子 集 , 有 : 
Vo EV f+, 9) <V+ YY,, 
故 也 有 VOIrD=VO EV +VY. 
从 而 当 卫 和 9%E2o 时 ,也 有 HEY 
”向 车 空间 中 的 集合 区 为 四维 ， 电 指 它 满足， 
i) YA>0; CCO i CCOCC。 一 -- 详 者 注 
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另 一 方面 ,显然 对 于 任何 JE% 及 (Wf) 一 1%IV(f) .因此 
是 向 量 空间 , 且 六 是 多 上 的 半 范 数 . 

2° 我 们 已 经 知道 ， 当 了 递增 时 ， 有 VC(f) = 了 (6b) f(a)， 雍 
YeSY- 由 于 光 是 向 量 空间 ， 如 果 了 和 9EYo% 则 也 有 jy 一 96E 
Y-3; 我 们 证 明 逆 命 感 ; 

设 1EY ;对 于 任何 i€ fa, 9]， 我 们 以 gp( 有 表示 于 在 [a a 
的 全 变 差 ; 置 、 

由 的 一 9 (十 . 
对 于 任何 满足 %<vo 的 妇 9E[e 中 ,有 ，. 
po) -b= p00) ~p(D) + FY) -Go)， 

但 由 全 变 差 的 可 加 性 可 得 p(v) 一 gQw) 是 了 在 [w, ?] 上 的 全 变 

差 ; 因此 有 . 
p09) 一 p01) 一 Fo |， 故 由 人 o) 一 上 人 祷 0, 

这 样 就 有 gp 和 由 EY'o; 由 于 一 由 一 2 放 性 质 得 证 ， . 

系 234-11 任何 [w 人 上 的 有 界 变 差 函数 在 任何 点 上 有 左 、 右 
极限 . 

事实 上 , 递增 函数 有 这 一 性 质 , 而 相 减 仍 保持 这 一 性 质 ， 

连续 函数 情形 ”利用 上 上 面 的 记号 ， 如 果 了 是 有 界 变 差 连续 函 
数 , 则 函数 g 连续 ( 系 24-7); 于 是 由 也 连续 ， 

这 样 ， 任 何 有 和 界 变 盖 连 续 数值 泗 数 等 于 两 个 递增 连续 函数 的 
差 ， . 

有 界 变 差 数值 函数 的 例子 中 -12% 1。 任何 在 民 的 区 间 工 有 
界 且 按 朋 单 调 的 函数 ， 即 存在 工 的 分 为 区 间 ( 可 能 退化 为 一 点 ) 的 
有 限 分 划 , 使 得 了 在 每 个 区 间 上 单调 . 此 外 ， 尖子 连 续 时 ， 了 在 了 
上 的 全 变 差 为 它 在 这 些 子 区 间 上 的 变 差 的 和 ， 

所 有 初等 函数 都 有 这 一 特性 . 

2” 如果 了 是 [6, 8 上 比 为 的 Lipschitz 映射 , 则 有 
。120 ， 


防 f 广 < 大作 一 四 ). 
特别 是 有 省 办 导数 产 的 可 导 冰 数 了 是 这 种 情形 ， 事 实 上， 如 果 
|f1<k, f 是 比 为 上 的 Lipschitz 映射 
更 确切 地 说 , 如 果 f' 连续 , 我 们 有 


VD -| FW la. 


这 是 在 系 24-8 中 建立 的 关系 式 的 特殊 情形 (= 1 
38” 相反 ,下 面 是 一 个 Ia, 加 -上 处 处 可 部 但 有 无 限 全 变 差 的 连 
续 函 数 例子 : 
这 是 用 关系 式 ; 
f(0) =-0， f (2) =oacos?(m/o) Gi; 
所 定义 的 [一 1 蕊 上 的 函数 了 . 


事实 上 , 对 于 任何 整数 %>1, 了 在 [wn, 可 上 的 全 变 差 等 于 
(1+1/2 十 … 十 1/ 而 这 个 和 随 nn 趋 向 于 十 oo. 


IV. 习 题 


说 明 ; 较 难 的 习题 都 打上 了 星 号 . 


数 直线 R + 与 空间 R* 


1° 设 了 是 区 间 [x， 有 到 区 间 [c, 如 上 的 严格 递增 双 射 。 指出 ， 了 连续 ， 
和 且 反 函数 了 77! 在 [a, 6] 上 有 定义 并 连续 ( 换 甸 话说 , 了 是 同 胚 ). 
*2° 设 4 和 如 是 ]0, 区 的 两 个 可 数 处 处 筒子 集 . 
- 4) 指出 , 存在 无 限 多 个 4 到 恕 上 的 递增 双 射 . 
b》 指出 , 这 种 双 射 可 以 用 唯一 的 方式 延 拓 为 [0, 1] 到 自身 的 同 医 
“3” 指出 , 不 存在 任何 把 区 间 [0, 刁 分 为 非 室 闭 子 集 的 可 数 分 划 ， 
4° 以 0.alaa…an… 表 示 Ze [0, 1[ 的 十 进展 开 式 ; 置 8o(r) 一 呈 十 oa 十 
"十 qn 且 设 Xe [0, 9[. 指出 ,对 于 任何 满足 5, 志 2m 的 了 的 集合 是 没有 孤 
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立 点 的 紧 集 .但 不 包含 任何 区 间 . 
指 屿 任何 R 到 民 的 等 距 有 形式 为 mw>a 二 2 或 z->4d 一 多 
6” 指出 在 R"(w>2) 中 ,任何 紧 方块 的 余 集 是 过 通 的 ， 
7 设 DD 是 R*n 宇 罗 的 区 域 
a) 指出 ,对 王 吃 中 的 任意 三 个 不 同 的 点 中 多 6, 在 万 中 存在 包含 a 
和 但 欠 包 含 c 的 折线 , 
5b》 巾 此 推出 , D 不 同 吴 于 民 的 任何 子 集 四 
8。 指 出, R* 的 任何 简单 孤 在 R* 中 朴 ( 利 用 习题 7)。 
9” 指出 ,Rr 中 的 由 球面 Zz3-= 工 去 掉 点 (0,…: 0 1) 后 的 集合 4 辣 胚 
于 R*71. (由 n=2 或 3 开始 , 利用 球 极 平面 射影 , 然后 推广 这 一 处 理 方法 ). 
10° 指出 , R" 的 任何 开 球 同 胚 于 R". 
11” 指出 , R: 的 任何 紧 凸 集 或 者 是 区 间 ， 或 者 同 肛 于 闲 国生 陈述 并 证 
明 R" 中 的 类 似 结 
12° 设 名 为 Re 的 包含 0 的 开 集 . 又 设 召 是 是 满足 [0， Cw 的 zx€ 的 
集合 (w 中 以 0 为 中 心 的 星 形 ); 指出 轧 是 开 集 ， 且 与 以 O 为 起 点 的 任何 半 直 
线 6 交 于 一 个 区 闻 . 
对 于 任何 6， 置 00) 为 (6n 刀 ) 的 长 度 指出 ， 是 的 下 半 连 续 秀 数 ( 参 
看 第 六 章 ). 
13” 设 了 为 R" 到 R" 的 子 集 4 上 的 等 距 满 射 ， 
4a》 指出 , Rn 的 任何 宜 线 4 的 家 了 (人 是 直线 ， 
2》 由 此 导 得 /是 仿 射 变换 , 且 4 二 R". 
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14” 设 如 为 包含 处 处 和 可 数 子 集 的 拓扑 芝 间 | 指 出 ， E 的 任何 不 相交 的 
非 空 开 集 族 是 有 限 的 或 可 数 的 

15° 考虑 R 的 下 列 形式 的 子 集 集合 必 

了 一 (R 的 开 集 ) 一 (有 限 或 可 数 集 ). 

指出 ,2 是 对 于 民 上 的 某 种 拓扑 《的 开 集 的 集 ， 并 研究 这 种 拓 相 、 特别 是 , 确 
定 “ 的 紧 集 . 

16° 设 和 4 为 R* 的 闭 子 集 ;5 为 4 中 满足 如 下 条 件 的 点 2 的 集合 : x 在 
中 有 一 包含 在 顶点 为 2、 角 度 <w 的 角 内 的 邻 域 . 指出 8 为 有 限 集 或 可 数 集 ， 

17” 以 4" 表示 拓扑 空间 如 的 子 集 的 边界 ; 指出 ， 
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~(XNOX) U(X). 

18。 设 也 本 加 民 为 好 的 子 集 ， 我 们 把 召 中 那些 是 .各 的 点 列 拘 
慨 限 的 点 全 体 称 为 王 的 序列 附着 集 ; 我们 说 五 是 序列 闭 的 是 指 它 往 同 于 它 

的 序列 附着 集 . 通过 岗子 增 出 ， 开 的 序列 附着 集 并 非 总 是 序列 所 的 (利用 可 
题 107)， 什 么 是 -区 的 序列 闭 包 是 否 总 存在 序列 团 包 ? | 

19° 设 加 为 拓扑 空间 , 芷 为 如 的 闭 子 集 ， 我 们 称 总 的 聚 点 集 Km 为 站 
的 导 集 ; 再 假设 ?+ 为 鲜 m 的 导 集 ， 来 定义 逐次 导 集 Xeo， 然 后 , 置 

X= NN Xe)， 
在 R 中 构造 闲 集 4, 使 得 4" 相应 地 , 4”) 退 化 为 一 点 , 

20。 设 f 为 拓扑 空间 吾 到 民 的 映射 ， 指 出 ， 如 果 对 于 任何 和 XE R, {x 
f(z) 一 守 和 {x; 了 (w) 光 外 是 开 集 , 那 末 于 连续， 更 一 般 地 , 设 f 为 召 到 拓扑 空 
间 记 的 映射 《wD) 为 的 开 集 族 , 使 得 下 的 任何 开 集 都 是 开 集 w 的 有 限 交 
的 并 (我 们 说 这 个 族 符 成 五 的 折 扑 X.， 怎 样 用 开 集 bb, 来 刻 划 连 续 映 射 有 

31。 我 们 说 拓扑 空间 也 到 另 一 个 拓 外 空间 F 的 映射 是 开 的 ， 是 指 对 
于 任何 殖 的 开 集 wj f(w) 是 天 的 开 集 . 

a) 指出 , 滋 积 空间 到 每 一 因子 空间 的 射影 是 开 爱 射 . 
b) 刻 划 RC 相应 地 , R") 到 R 的 连续 天 映射 的 条 件 . 
ec) 指出 ,© 到 的 非常 数 全 纯 映 射 是 开 的 . 

22， 设 了 为 拓扑 空间 妃 到 RR 的 连续 映射 . 指出 ， 对 于 任何 R 的 开 入 
f-1(w) 是 Fo 开 集 (参看 习题 73). 

23* 设 思 为 有 可 数 基 ( 参 看 好 题 88) 的 拓扑 空间, 了 为 召 上 的 数值 跑 数 . 
指出 , 如 果 用 表示 其 上 了 有 局 部 最 大 值 的 点 *E 刀 的 集合 , 则 了 CM) 有 限 或 可 
数 . - 

.249 设 加 为 有 可 数 基 的 分 离 拓扑 室 间 ;# 指出 吾 的 没有 任何 可 数 邻 域 的 
点 的 集合 卫 是 完全 集 (没有 孤立 点 的 闭 集 )， 指 出 (ZB 一 了 ) 至 多 为 可 数 集 .. 

25” 指 出 , R 的 开 集 集 (各 阅 集 集 ) 有 流 续 纺 委 对 于 Re 讨论 同样 问题 . 
由 此 导 得 R* 到 R? 的 连续 映 币 集 的 势 . ， 

26" 我 们 说 1 个 变量 的 实 系数 二 -次 形式 ea 是 正定 的 , 是 指 它 对 地 
任何 (2) 关 0 大 于 0， 指 出 , 在 空间 R* 中 CN 一 nw 一 1)/2); 表示 这 些 二 次 形 
式 的 点 4 一 《aey) 的 集合 是 开 集 . 1 
” ”37° 是 否 存在 [0,， 缮 二 的 连续 数值 画 数 户 全 得 7) 对 无 小 xz 是 有 
理 数 , 而 对 于 有 理 数 > 是 无 理 数 ?。 


~ 
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38" 在 RR 中 求 两 个 子 集 对, 了 , 使 得 它们 中 的 每 一 个 都 是 男 一 个 通过 连 
续 双 射 后 的 象 , 但 它们 并 不 同 胚 . 

29° 设 中 为 拓扑 空间 召 的 子 集 ， 在 怎样 的 条 件 下 , 六 的 特征 函数 是 
续 的 ? 

30" 设 卫 , 了 为 分 离 拓 扑 空 间 加 的 两 个 子 集 ， 并且 加 == 且 UY.， 当 了 在 
芋 和 了 上 的 限制 连续 时 ，f 是 否 也 连续 ? 考察 蔷 和 了 都 是 闭 集 ( 或 开 集 ) 的 
情形 . 

31° 指出 ,对 于 任何 拓 扩 空间 召 , 召 xX 互 的 对 角 线 4 与 卫 同 且 . 

32° 设 了 为 拓扑 空 间 吾 到 拓扑 室 间 耳 的 连续 映射 ,为 f 在 ExF 上 
的 图 象 ， 指 出 主 和 工 司 肛 . 

33” 设 召 为 分 离 拓 扑 空间 ， 于 为 吾 到 自身 的 连续 映射 指出 召 的 满足 
了 (2) 一 2 的 点 2 的 集合 人 是 闭 集 . 

给 出 [是 空 集 而 至 是 紧 距离 空间 的 各 种 例子 。 指出 这 时 4(z, f(z)) 总 
保持 大 于 常数 >>0. 

指出 , 当 且 是 R? 的 包含 0 的 线段 的 有 限 并 时 ,了 非 空 . 

34° 指出 , 为 使 空间 召 分 离 , 必需 且 只 需 B? 的 对 角 线 在 B? 中 是 闭 集 . 

35” 设 J 了 为 分 离 空间 所 到 自身 的 连续 映射 ， 指出 季 的 满足 了 (x) 二 z 的 
点 2 的 集合 是 闲 集 1. 

36" 设 f, 9 为 拓扑 空间 吾 到 分 离 拓扑 空间 也 的 两 个 连续 上 映射。 如果 
和 9 在 如 的 处 处 稠 子 集 上 重合 , 指出 一 9- 

37” 设 Cam) 为 N? 到 每 点 都 有 闭 邻 城 基 ? 的 分 离 拓 扑 空间 的 映射 。 指 
出 , 如 果 1 
liman。 ns 一 Gy 了 im an， ns 一 pw， 那 末 lim b=a. 
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38° 设 轧 为 分 离 拓 扑 空 间 , (an) 为 百 的 收敛 于 a 的 点 列 ， 指 出 集合 {a， 
ai, co “是 紧 的 . 
“… 89° 构造 R? 到 RR 的 映射 (2, 外 一 了 f(z, 拉 如 下 . 
1. 偏 映射 一 j (zx, 四 和 yy 一 f(z, 奶 都 是 连续 的 . 
2. yj 的 不 连续 点 集合 在 R? 中 处 处 币 . 
和 "” 设 互 为 拓扑 空间 , 《op) 为 召 的 开 集 基 ( 参 看 习题 88)， 措 出 ,如果 也 
的 任何 由 wo 所 构成 站 禾 盖 包含 有 限 子 覆盖 , 那 末 吾 是 紧 的 . 
1) 原文 如 此 。 但 这 个 题 实 际 上 是 题 33。 的 一 部 分 。 一 一 - 译 者 注 
2) 这 一 条 件 为 译 者 所 加 ,否则 本 题 不 成 立 , 原 作者 已 同意 译 老 的 修改 .一 一 主 老 注 
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41。 设 CK,) 是 分 离 空间 吾 的 非 空 紧 集 的 递减 列 ， 指 出 ,下 二 个 下 非 党 ， 
且 对 于 任何 包含 下 的 开 集 ww， 存 在 KK, 包含 在 中 . 守 
43。" 设 卫 为 无 凤 紧 空间 4 表示 巴 X 卫 的 对 角 线 . -指出 存在 互 x 互 的 可 
数 子 集 4, 满足 | 
4n4= 弛 ,nd 办 og. 
43 我 们 以 全 表示 定义 在 集合 如 =[0; 1]? 上 的 关系 : 
(z, 和) 人 <(z'，y) 是 指 或 者 (7<=w), 或 者 (z=z' ,gy 所 六 ). | 
a) 指出 ,这 是 全 序 关系 (字典 排列 顺序 ). 
56) 指出 被 赋 以 与 这 一 序 关系 相 联 系 的 拓扑 的 如 是 紧 的 . 
44° 设 (4,) 为 R 的 子 集 的 递减 列 , 其 中 每 一 个 都 是 有 限 个 两 两 不 交 的 闭 
区 间 的 并 ， 又 假设 组 成 4 的 每 个 区 间 恰好 包含 两 个 组 成 4 的 区 间 , 且 这 
些 区 间 的 直径 随 着 1/w 趋向 于 0， 指出 集合 4= 站 4 是 紧 的 , 上 且 没有 孤立 
点 ; 再 指出 这 种 4 中 的 任意 两 个 是 同 胚 的 . 四 
45° 指出 , 在 任何 分 离 空间 和 中 , 如 果 两 个 紧 子 闻 4 和 卫 不 相交 , 那 末 
它们 具有 不 相交 的 邻 域 .〈 从 处 理 BB 退化 为 一 点 的 情形 着 手 》. 
46* 设 瑟 为 紧 空间 ， 了 为 任意 拓扑 空间 ， 指 出 , 如 果 和 4 在 了 x 了 中 闭 ， 
则 它 在 站 上 的 射影 也 是 闲 的 ， ~ 
47。 设 了 为 空间 马 到 分 离 空间 了 的 映射 .， 
a) 指出, 如 果 上 连续 , 则 了 的 图 象 在 卫 x 了 中 闲 。 用 例子 指出 (其 
中 和 = 了 = 民 )， 首 命题 不 成 立 . 
8》 指出 , 相反, 当 卫 是 紧 的 时 ,这 两 个 论断 是 等 价 的 . 
48。 设 荆 和 四 是 两 个 紧 空间 , 了 为 工 X 于 冯 分 离 空间 了 的 连续 肌 射 ,日 
满足 对 于 任何 AE 五 六 到 了 的 映射 wj, zm) 是 单 射 。 又 设 WE 了 Y. 
le 指出 ,使 方程 p= 了 (4, xz) 有 解 的 4AE 工 的 集合 Lo 是 二 中 的 闲 集 . 
32” 指出 , 这 一 方程 的 解 + 二 gp() 是 Ze 上 的 和 的 连续 函数 . 
.得 " 设 在 Ra 中 有 两 个 圆 Ci 和 O03， 基于 最 大 值 性 质 , 指出 ， 至 少 存在 -… 
条 直线 与 Ci 和 Ca 以 及 它们 的 轴 相 交 ， | 
50。 在 平面 R? 上 引入 两 条 任意 的 轴 并 用 方程 pz 二 bye 一 9 来 定义 直 
线 ,这 里 4 各 不 全 为 零 ， 利 用 这 一 形式 , 建立 这 些 直线 的 集合 马 和 Rs 中 通 
过 原点 的 直线 集合 间 的 对 应 ， 由 此 能 在 也 上 导 得 怎样 的 自 然 拓 扑 ? 这 一 拓扑 
是 否 依赖 轴 的 选择 ? 
在 九 上 可 以 附加 怎样 的 元 素 使 它 变 为 紧 的 ?列举 其 他 的 与 这 个 
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紧 它 间 同 胚 的 空间 ， 

能 否 用 类 似 的 方式 处 理 Ra 的 直线 ? 

51。 指 出 , 如 果 乘 积 瑟 x 了 是 紧 的 , 出 卫 和 了 都 是 紧 的 ， 当 (于 x 了 ) 为 
局 部 紧 时 , 类 似 的 叙述 是 怎样 的 ? 

53。 设 空间 Ra 中 有 三 条 直线 4， 如， 4， 两 两 不 平行 也 不 相交 ， 指出 ， 
在 所 有 三 角形 (ob mm， ma), me (i=1，3, 3) 中 ; 有 一 个 面积 (相应 地 , 周 长 ) 
最 小 者 . 

53。 指出 , R? 中 至 少 有 一 个 众 标 为 无 理 数 的 点 的 集合 是 连通 集 . 

54。 设 (Cu) 是 拓扑 空间 召 的 连续 统 的 递减 列 。 指出 它们 的 交 C= ncC。 
也 是 连续 统 . 

55。 指 出 函数 y=sin1/w(z& ]0, 1]) 的 图 象 是 连通 的 .确定 它 的 闭 包 , 并 
指出 这 是 连续 统 , 但 不 是 简单 孤 . 

56。 设 G 为 R" 的 开 集 . 

a) 指出 G 的 每 个 连通 成 分 是 开 集 ( 因 而 也 是 区 域 ). 
5b) 指出 这 些 连通 成 分 的 集合 至 多 是 可 数 集 . 

57” 设 4 为 全 序 集 , 并 被 赋 以 与 它 的 序 相 联系 的 拓扑 、 指 出 , 如 冉 4 是 
连通 的 , 则 4 的 任何 有 上 界 子 集 有 上 确 界 , 且 4 的 任何 点 都 没有 后 继 者 (y 是 
Y 的 后 继 者 是 指 z<4 上 且 ]z， 外 一 他)。 道 命题 是 否 成 立 ? 

*58"。 设 /为 [0, 刁 到 自身 的 同 有 . 

1. 指出 或 者 使 端点 未 变 , 或 者 使 端点 交换 . 
2. 如 果 户 = 重 等 映射 , 指出 , 或 者 了 = 诺 等 隐身 ,或 者 /在 某 种 可 明 
确 的 意义 下 , 是 中 心 对 称 的 变形 . 

59° 设 f 是 EF0, 1] 到 自身 的 连续 映射 ; 指出 了 至 少 有 一 个 不 动 点 1 

60。 设 4 为 [o, 切 x[o, 本 的 闲 子 集 且 对 于 任何 ze [0, 1]， 使 
《z, 力 E4 的 y 集 合 是 闭 区 间 1、 指出, 存在 + 满足 x 1. 

61? 设 召 为 拓扑 家 ; 间 ,4 为 如 的 子 集 。 指 出 ,任何 与 是 和 64 相交 的 本 
的 连通 子 集 也 与 4 的 边界 相交 交 、 
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62° 设 马 为 Rs 的 球面 空 十 包 十 2 一 被 赋 以 测 地 距离 而 得 的 距离 空间 . 
对 于 任何 mE 如 和 数 p>0, 计算 中心 为 加 、 半 征 为 p 的 "加 ”不 吾 上 的 直 
让 本题 是 次 名 的 Brouwer 定理 的 特例 ,但 这 里 它 义 是 题 38" 的 特例 ,一 一 译 者 福 
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径 8Cp)， 指 出 8(p) 不 是 p 的 阐 增 陆 妆 
*63° 我 们 采用 在 第 一 章 有 关 Gantor-Ber nstein 定 理 的 习 | 显 中 的 记号 了 

现在 假设 4 和 五 是 拓扑 空间 (相应 地 . 距离 空间 ), 9 和 中 是 同 肽 ( 相 习 
地 , 等 距 )， 那 未 在 这 一 习题 中 所 提示 的 证 明 将 导致 怎样 的 陈述 ? 

64。" 设 (aa) 为 距离 空间 的 点 列 ， 指 出 这 一 序列 的 附着 值 集 合 垣 同 于 该 序 
列 的 收敛 子 列 的 极限 集合 . 

65。 设 7 为 距离 空间 互 到 拓扑 空间 到 的 映射 。 指出 了 在 点 4 上 的 连续 
性 与 下 列 性 质 等 价 : 

对 于 五 的 任何 满足 lim an 一 a 的 序列 (an), 有 limf(an) = 二 f(a). 

66° 设 下 为 拓扑 空间 耻 到 距离 空间 了 的 映射 。， 对 于 任何 ze 了 ， 我 们 
称 非 负数 w(f， zo) 一 inf(f(V) 的 直径 ) (其 中 遍历 x6 的 邻 域 集 ) 为 1 在 x。 
上 的 振幅 . 

a) 指出 了 在 x 的 连续 性 等 价 于 等 式 (站, zo) 一 0 
5) 指出 , 对 于 任何 8e>0, 召 的 满足 (CJ, z) 之 8 的 点 7 的 集合 是 闭 集 . 
67。 设 力 为 距离 空间 , (wm $9) Gmn 为 N? 到 五 的 映射 ,假设 
Ranan， mon 
指出 , 存在 的 子 列 9 一 pw 使 得 
lim an 9, = 9, 

这 个 结果 能 否 推 广 到 拓扑 空间 吾 上 ? 

68* 设 了 为 距离 空间 ，4 为 卫 的 子 集 ， 对 于 任何 数 p>>0， 我 们 以 3 
(4, p) 表 示 满 足 4(w,，4) <p 的 3€ XX 的 集合 . 


oa) 指出 了 (4 p= (JB, p).. . 
5b) 指出 A4=( BA, Pp). 


69°。 设 节 为 距离 空间 , 4, B 为 至 的 两 个 闭 子 集 ， 以 Ds Ds, 工分 别 表 
示 满 足 
dls, A)<alx, B);dls, A)>a(z, B);d(z, 4)—a(s, B) 
的 3 的 集合 ， 
a) 指出 Ds 和 Ds 是 开 集 .由 此 推 得 4 和 已 具有 不 相交 的 开 邻 域 . 


1) Cantor-Bernstein 定理 是 说 ,如 果 对 于 集合 4，B， 存 在 音 射 9: A->B 和 各 症 避 
区 BB->4, 那 末 必 定 存 在 4，B 间 的 双 射 。 一 一 译 者 注 
2) 有 关 振 蝠 和 连续 性 的 结果 已 出 现在 课文 的 16-9 让， 一 一 详 者 注 
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b) 指出 了 是 闭 集 ， 并 对 X 是 平面 4， 3 表示 的 直线 国 周 或 

圆 盘 的 情形 , 确定 这 一 集合 . 

70° 指出 任何 距离 空间 同 胚 于 有 界 距 离 空间 ， 对 十 一 致 结构 是 否 有 类 
似 的 陈述 ? 和 

71° 构造 距离 空间 加 到 另 一 个 距离 空间 矿 的 连续 (甚至 一 致 连续 ) 双 
射 . 但 不 是 同 胜 的 例子 . 

wY2* 设 了 是 拓扑 宝 间 吝 的 处 处 笛 集 4 到 距离 空间 召 的 映射 ， 上 是 满足 对 
于 任何 ae 马 存在 _lim ,jw)， 指 出 , 了 存在 如 到 下 的 唯一 的 连续 延 拓 . 


78。 我们 说 ,拓扑 空间 的 子 集 XX 是 (相应 地 , G4), 是 手工 为 闲 集 的 可 
数 并 (相应 地 , 开 集 的 可 数 交 ). 
a) 指出 Fe 类 (相应 地 ,G。 类 ) 对 于 可 数 并 (相应 地 ,可 数 交 ) 是 稳定 的 . 
b) 指出 FF。 的 余 集 是 Go 反之 也 然 ， 
c) 给 出 R 的 子 集 的 例子 , 它 是 R 的 ,但 既 非 开 集 , 也 非 闭 集 . 
4) 指出 , 在 距离 空间 中 , 任何 开 集 是 Fo, 而 任何 闭 集 是 Gu 
74° 设 恕 为 被 赋 有 拟 距 离 9 和 与 此 拟 距 离 相 联系 的 拓扑 、 指 出 , 对 于 任 
何 了 cB, 映射 n>d(w, 卫 ) 连 续 ， 指 出 
X= {%: ds, X) =0}. 
75。 如 果 数 值 函 数 了 在 R* 中 一 致 连续 , 指出 ， 
|f (| <als| 十 b， 
其 中 a 和 5 是 非 负 常数 , [|z| 是 2 到 原点 的 距离 . 
76。 对 于 任何 距离 空间 孔 指出 距离 4(w, 奶 在 BH? 上 一 致 连续 . 
77。 构造 在 [0， 于 上 的 和 全 西数 的 全 巴 使 得 它 处 处 有 有 限 导 数 , 但 不 是 
Lipsehitz 函数 . 
78? 设 甩 ,也 为 两 个 晨 帘 室 间 , 为 且 到 古 的 映射 族 ， 假 设 ， 对 于 任何 
2E 轧 任何 FE 锡 以 及 任何 s>0 存在 nCz, f, 6)>0, 使 得 
(dc, Y) <x, 户 e) SAF Cy), FY)) <a). 
对 于 不 依赖 于 8、 或 不 依赖 于 2、 或 不 依赖 于 天 或 既 不 依赖 于 了 也 不 依赖 
于 2 等 情况 作出 解释 . 
79* 设 互 为 距离 空间 , 4 性 名， 指出 , 互 的 紧 性 等 价 于 下 列 条 件 中 的 每 一 
个 : 、 ， 本 
a》 任何 4 的 点 列 包含 着 在 吾 中 收 敏 的 子 列 . 
5) 任何 4 网 无 限 子 集 至 少 有 一 个 吾 中 的 聚 点, 
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80" 设 4B) 为 紧 距离 空间 的 闭 集 的 有 限 族 ,， 且 其 交 是 空 集 ” 指出 ; 存在 
8>0 使 得 任何 与 所 有 下 都 相交 的 集合 有 至 少 等 于 上 的 直径 。，… 本 
*81° 设 下 是 距离 空间 娘 的 紧 集 ; 以 B(e) 表 示 满 足 dm, K)<8 的 TEB 
的 集合 .… 指 出 这 些 BC(8) 构 成 KK 的 邻 域 基 . 这 一 条 件 能 否 推广 到 非 紧 集 合 五 ? 
8a" 设 吾 为 紧 丰 离 空 间 ， 指 出 ， 任何 与 五 等 距 的 殖 的 距离 子 空 间 4 与 
志恒 同 . 
用 简单 例子 指出 , 当 召 非 紧 时 , 这 论点 并 不 总 成 立 . 
83° 设 肝 ,了 为 两 个 紧 距 离 空间 ;f 为 耻 到 了 的 映射 , 9 为 了 到 和 的 映 
射 ， 指 出 , 如 果 了 和 9 都 等 距 , 则 有 了 (ZX)= 了 和 gt 了 ) 和 = 六， 
84° 设 马 为 非 完备 距离 空间 ， 指出 可 在 召 上 定义 下 列 类 型 的 连续 函数 
9) 了 连续 ,但 无 界 . 
b) f 连续 、 有 界 , 但 非 一 致 连续 . 
当 仅 假设 吾 非 紧 , 但 完备 时 , 考察 同样 问题 . 
85”" 本 章 中 ， 我 们 强 匀 函数 列 的 简单 收敛 一 般 不 导致 “ 致 收 笋 . 试 证 ， 
在 下 列 两 种 情形 , 结果 却 是 成 立 的 : 
a) 琶 为 紧 空 间 , 户 为 互 到 民 人 〈 即 当 2p<4 
时 , 对 于 任何 >E 开 ,有 Ja(o)< 记 (2z))， 而 它 简单 收 伍 于 连续 国 数 湖 这 个 结 
果 推 广 了 Dini 定理 ). 
8) :了 革 二 [0， 了 , f, 为 到 R 的 递增 映射 (不 一 定 连 续 ) 的 序列 , 而 
它 单 收 伍 于 连续 函数 季 
86" 设 了, 了 为 两 个 距离 空间 , 朋 了 X 紧 .又 设 f 和 fnEN) 为 了 到 了 
的 连续 映射 . 
指出 , 如 果 存 在 常数 >0, 使 得 对 于 任何 整数 p, 9 和 任何 x, 有 
AC FE), fpral ws)) SERA FE), folT)), 
则 六 对 了 的 简单 收敛 导致 一 致 收 仇 .这 一 结果 推广 了 Dini 定理 ， 
- *87。 指出 任何 紧 距离 空间 或 是 有 限 集 , 或 是 可 数 集 * 或 者 有 连续 统 的 势 . 
更 确切 地 说 ， 任 何 无 孤立 点 的 完 作 距离 空间 包 合 一同 = 于 Cantor 三 分 
集 2 的 集合 . 攻 - 
1) Cantor 三 分 集 是 [0, 切中 一 个 有 连续 统 势 的 测度 为 零 的 完全 集 ， 由 (0， 少 中 
去 定 于， 羡 直 再 对 (0， 卫 ) | 号，1 | 去掉 于， 了 | | 也 ， 王 |， 以 后 每 次 对 休 下 的 
开 反 间 去 掉 中 间 的 173 闭 区 间 ， 如 此 无 限 继 续 下 去 ,最 后 得 到 的 集合 就 是 Cantor 二 分 
集 。 它 由 三 进 小 数 展开 式 之 不 含 数字 2 的 全 体 小 区 组 成 。 -一 译 者 注 
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88*。 所 请 拓扑 字 间 五 的 上 是 指 企 何 占 的 天 集 族 ,满足 :七 的 任 辣 开 集 豆 
基 的 子 族 的 并 . 
指出 : 
wa) 如 果 及 有 可 数 基 , 则 五 的 任何 开 履 盖 可 选 出 可 数 子 覆盖 . 
5b) 如 果 巨 次 可 数 基 , 则 五 的 任何 子 空间 也 有 
ec) 如果 两 个 空间 Bi 和 Bs 都 有 可 数 基 , 则 和 守 们 的 乘积 1X Bs 也有。 
e) 如 时 五 有 可 数 基 , 则 五 中 存在 处 处 稠 可 数 子 集 . 
e) 任何 紧 距 离 空间 有 可 数 基 ， 
了 ) 只 ”有 可 数 基 . 
89” 对 R"* 中 原点 为 0 的 半 直 线 集 给 出 自然 拓扑 ; 对 于 包含 O 的 直线 集 
合 考虑 同样 问题 。 指出 所 得 到 的 空间 是 紧 的 , 此 可 距 . 
90” 我 们 以 马 ( 相 应 地 ， 殖 > 表示 Euelide 空间 只? 的 半径 >0( 相 应 地 ， 
>0) 的 圆 集合 . 〈 任 何平 面 上 的 辆 因而 由 如 的 点 来 代表 , ) 
a) .指出 ,对 于 某 种 可 明确 的 自然 拓扑 , 吾 同 及 于 R3 的 闭 半 空间 ; 在 
这 一 同 及 下 , B' 变 为 什么 ? 
6) 设 了 为 了 到 R? 的 映 躺 , 它 使 每 个 圆 0 联系 它 的 中 心 (0).， 指 
出 了 连续 . .又 设 4 为 R? 的 亲子 集 .， 对 于 圆心 属 于 4 的 召 的 元 素 的 集合 ,以 
及 对 应 的 圆周 与 4 相交 的 吾 的 元 素 的 集合 , 我 们 能 说 些 什么 9 
c》 指 出 , 吾 的 其 辆 局 包 含 在 R? 的 紧 集 下 中 的 元 素 集 合 是 紧 集 ; 指 
出 在 这 些 元 素 中 有 一 个 半径 达到 最 大 值 . 
914” 指 出 ,对 于 任何 距离 空间 的 Cauehy 列 (a), 集合 {a1,，as, …} 有 界 . 
用 例子 指出 , 逆 命 题 不 正确 ; 甚至 可 能 存在 这 样 的 有 界 序 列 , 其 任何 子 列 都 不 
是 Cauchy 列 . “ 
92° 设 召 为 距离 空间 , (am 为 如 的 Cauchy 列 , (bw) 为 >0 的 数列 ， 指 出 ， 
存在 给 定 的 序列 的 子 列 (qn,), 使 得 对 于 任何 p, 有 Can on) 一 bp 
，93° 设 召 , 不 为 两 企 距 离 室 间 ，j 为 吾 到 六 的 双 射 ， 指 出 , 如 果 克 完备 ， 
了 一 致 连续 , 量 其 逆 连 续 , 那 末 五 也 完备 ， 
94” 设 (jf) 为 集合 如 到 完备 距离 空间 下 的 一 致 收敛 的 映射 列 , 且 是 f。 
的 极限 . 
指出 , 如 果 对 于 任何 wf,《B) 是 相对 紧 的 , 则 (BE) 也 是 相对 紧 的 . 
96° 设 马 为 完备 距离 容 同 ， 措 出 吾 的 紧 性 判别 准则 之 一 为 ， 对 于 任何 
s>0, 存在 用 直 伴 < 的 集 人 台 和 覆盖 疙 的 有 限 复 盖 ， 
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86* 没 为 距离 宝 间 加 到 距离 空间 严 的 连续 映射 ， 它 在 天 的 任何 有 村 
内 上 一致 连 续 . 
@ 指出 ,对 于 石 的 任何 Cauchy 麟 (as)，(f(an)) 是 二 的 Catehy 列 . 
b) 如 果 吾 CE', 且 思 在 EB 中 处 处 币 , 而 了 完备, 指出 ，f 能 以 唯一 的 方 
式 延 拓 为 五 ' 到 五 的 连续 映射 . 
97。 指出 , 如 果 两 个 距离 空间 的 冬 积 x 了 完备 , 那 末 X 和 了 都 完备 . 
98° 设 召 为 任意 集合 , 了 为 距离 空间 ; 指出 , 由 如 到 所 的 有 界 上 映射 组 成 
的 多 (如, 下) 的 子 集 儿 (EE, 太 ) 在 多 (BEB, 本) 中 既是 开 集 又 是 闭 集 . 
99°。 指出 , 由 召 到 慰 的 常 值 映 射 组 成 的 于 (五 ， 7 的 子 空间 五 ' 在 亚丁， 
到 ) 中 闭 , 且 同 构 于 了. 
100° 指出 , 对 于 任何 集合 吾 , 2( 加 ,RR) 到 R 的 映射 w 一 sup VCz) 连 续 . 
101° 设 加 为 紧 距 离 空间 , 下 为 有 可 数 基 的 距离 空间 ， 指出 ，WCB, 玉 ) 为 
有 可 数 基 的 空间 . 
下 面 三 个 习题 给 出 纲 推理 理论 基础 的 几 个 陈述 . 
*i03* 设 卫 为 完备 距离 空间 ,G。 为 召 的 开 集 列 ， 其 中 每 一 个 都 在 互 上 处 
处 稠 (G,。= 互 )， 
4) 指出 ,集合 G= nnG, 也 是 召 的 处 处 秽 的 开 集 的 递减 列 的 交 。 
5》 由 此 导 得 G 非 空 , 更 确切 地 说 ,G 在 上 处 处 秽 . 
103°。 设 如 为 完备 距离 空间 ， 由 习题 103 可 推 得 我 们 不 能 有 : 
互 =L 4w， 其 中 每 个 4。 在 瑟 中 朴 . 


104* 设 万 为 完备 距离 空间 ， 由 习题 103 可 推 得 , 如 果 
* B= 4,, 


其 中 每 个 4， 是 闭 集 , 则 存在 某 个 4w 其 内 部 4 非 空 ; 更 确切 地 说 , 开 集 G= 

U 及, 在 台中 处 处 笠 . 
105。 对 于 任何 有 理 数 ze [0, 1[, 置 z= p/g， 其 中 p，4& 为 两 个 互 质 的 束 
数 ， 设 % 为 之 3 的 整数 ,i(2) 是 以 2 为 中 心 . 半 长 度 为 1/g" 的 RR 的 开 区 间 . 置 
Gn 一 Lo7. 


4a) 指出 , 对 于 任何 mw itz) 的 长 度 和 2 有 限 , 且 ? 0. 
5) 指出 ,G= NG 包含 不 同 于 有 理 数 的 点 、 给 出 一 个 这 种 点 的 例子 . 
106° 设 刀 为 可 数 集 , 其 中 的 点 为 a1, 92, …， 置 

dlap, ap)=0, dlay, Go)=10+1/p+1/g， 当 p*g. 
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4) 指出 , & 是 距离 , 且 被 赋 以 这 个 距离 的 加 是 完备 的 . 

b) 设 j 为 五 到 也 的 映射 , 且 满 足 yo aerl。 指 出 ， 了 使 下 元 严格 大 
小 ;但 了 没有 任何 不 动 点 . 

ec) 把 这 个 例子 略 加 修正 , 构造 完备 距离 空间 了 和 大 到 自身 的 使 距离 严 
格 威 小 的 映射 , 它 具 有 不 动 点 w 但 对 于 任何 x 大 a, 了 mCw) 不 趋向 于 a. 

-"407* 设 召 为 [0, 1 到 自身 的 任意 映射 的 集合 。 对 于 任何 fo€ 召 , 我们 称 

和 在 何 集 合子 (yo 8; ol …， zw) 为 中 心 是 fo 的 基本 集合 ,这 里 六 ( fo; e; zz …， 
zn) 表 示 满 足 |F《z0) -foo [<eG= 2 …， 9) 的 了 的 集合 , 其中。 为 >0 的 
数 ,而 x 是 [6, 4] 中 的 点 . : 

我 们 称 任何 基本 集合 的 并 为 的 “ 开 集 ”. 

如 ) 验证 ， 这 些 * 开 集 "满足 公理 Ou Osa, Os, 0 因而 定义 上 的 拓 
扑 . 

b) 如 果 我 们 称 除了 有 限 个 上 点 外 ， 在 [0, 二 处 处 为 零 的 汉 数 了 为 简单 西 


数 ,指出 , 简单 函数 集合 在 召 上 处 处 稠 . ” 
2) 指出 , 对 于 不 可 数 个 的 值 不 为 零 的 函数 了 不 可 能 是 简单 函数 序列 
的 极限 , | 


9%) 由 此 推 得 空间 如 上 上 不 可 能 定义 任何 距离 ， 使 得 联系 该 距离 的 拓扑 就 
是 妨 的 拓扑 , 换 旬 话说 , 瑟 不 可 距 . " 

6) 指出 ,任何 简单 函数 是 连续 函数 列 的 极限 ; 在 有 理 数 上 为 1, 其 他 地 方 
为 9 的 函数 9 是 简单 函数 列 的 极限 , 但 9 不 是 连续 函数 列 的 极限 ， 

108” 设 亚 为 距离 空间 总 上 连续 数值 函数 的 一 致 等 度 连续 族 , 为 fF 的 
元 素 的 上 包 络 。 指出 , 如 果 瑟 连通 则 了 处 处 有 限 或 处 处 + oo; 而 当 了 有 限 
时 , 则 它 一 致 连续, 

*f0ge 设 ( 0)ser 为 拓扑 空间 加 上 上 连续 且 >0 的 数值 函数 族 , 满足 对 于 任 

何 z€ 如, 和 Jf(%)= 闻 f4%) 有 限 (在 第 七 章 8-2 的 意义 下 》， 而 了 连续 、 


指出, 对 于 在 何 Jc 函 数 户 = 局 旋 连续 , 且 的 族 在 任何 点 等 度 连 
续 . 
1l10。 设 了 为 R 上 的 -基数 人 要 区 
Df 
指出 , 函数 所 的 集合 在 R .上 “一 臻 等 度 连续 ”。 由 此 推 得 在 R 的 任何 紧 
1) 94 指 分 离 性 公理 ,参看 本 章 末 的 定义 和 公理 。 一 一 译 者 注 
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- 集 挟 .上 ,7 的 振幅 集 有 界 , i 
1 设 二 为 上 空间 加 的 非 安子 集 , /为 4 到 民 的 比 为 k 的 Tipohite 
映射。 对 于 任何 z€ 如 和 任何 ye 4, 置 
- f(s) =f (9) 二 Ma Y). 
指出 , 由 9(m) 一 ipt7u(o) 


定义 的 9 对 于 任何 zx 有限， 且 为 8-Lipschitz 映射 ， 而 它 在 A 上 的 随 制 全 同 


“112* 设 酝 为 紧 距离 空间 ，7 为 被 赋 以 _ 致 收 妆 距离 的 如 上 的 连续 艰 值 
i 0 的 紧 子 集 。 指出 , 对 于 任何 >0， 存 在 具有 下 列 性 质 的 常数 
‘Ek>0. 

对 于 任何 a€J， 存在 BeO 满 足 la-Bl<s, 而 函数 是 比 为 8 的 
Lipschitz 函数 (应 用 上 一 习题 ,并 取 4 为 召 的 适当 的 有 限 子 集 . ) 

**113" 设 为 [0 切 上 有 有 界 变 差 的 连续 数值 函数 , 9(w) 为 了 在 [0, wj] 上 
的 全 变 差 

-指出 ， 了 和 9 (在 直角 坐标 系 中 ) 的 图 象 有 同样 长 度 ， 再 指出 ， 由 这 两 个 
图 象 绕 0y 轴 旋 转产 生 的 曲面 有 同样 的 面积 ， 更 确切 地 说 ， 它 们 是 “等 距 的 ” 
《通过 一 保持 曲线 长 度 的 同 胚 )， 本 

114° 置 7(Z) 一 2 2 ginC10"w); 


指出 了 在 R 的 任何 区 间 上 的 全 变 差 为 无 限 ，， 
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Cauchy(Suite de) Cauchy 列 
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connexe par area 弧 连 通 
continu 连续 统 

sontinne fonetion 连续 晴 数 
continuité uniforme 一 致 连续 
convergence simple 简单 收敛 
uniftorme ”一 致 收敛 
dense 向 窑 

qiametre 直径 

Dini 

distance 距离 

domaine 及 域 

droite achevée 完成 直线 
écart ” 拟 距离 


和 3 和 20-1 
20-7 

入 1 一 工 

12-7 

-13-1 

13— 1 

13-13 

13-7 

7-1 

14-5 和 17-1 
22--1 

22-3 

.6-7 

15-6 

22-9 


également continu, 6quicontinu， -- 致 等 度 过 续 ; 等 度 连 续 ~ 29-:1 


équivalentes (distances) 等 价 距离 


espace complet ”完备 空间 
metrique ”距离 空间 
一 一 s6par6 分 离 空 间 

- topologique 拓扑 空间 
.fermé 闭 集 
fermeture 闭 包 
frontiere 边界 
groupe topologique 拓扑 群 
Heine~Borel-Lebesgue 
homéomorphie 同 肪 
intérieur 内 部 


* 184» 


isomtétrie 等 距 

limite 极限 

lipschitzien ”Lipschitz 瑞 射 
localement compact 局 部 紧 
localement connexe 局 部 连通 
longueur 上 长度 

métrisable 可 中 

module de continuit6 连续 模 
oscillation ” 拔 幅 

ouvert 开 集 

ouvert élémentaire 基本 开 集 
pavé 方块 

période 周期 

point d’acoumulation 等 点 
fxe 不 动 点 

isolé ”孤立 点 

produit despaces 空间 的 乘积 
retifiable 可 上 度 长 的 
relativeinent compact 相对 紧 


représentation 表示 
séparable 可 分 


sous-espace 子 空间 


topologie grossiare, discrete 粗 拓扑 、 离 散 拓扑 


valeur didhkirence 附着 值 
variation totale 全 变 差 


voisinage 邻 域 
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YI. 定义 和 公理 


拓扑 空间 的 公理 . 
Oj， 空 集 和 全 空间 是 开 集 . 
任意 有 限 个 开 集 的 交 是 开 供 . 
Os， 任意 个 开 集 的 并 是 开 集 . 
所 谓 闭 集 是 指 任 何其 余 集 为 开 集 的 集合 ， 


闭 集 的 性 质 ， 

Pa， 全 空间 和 空 集 是 闭 集 . 

Fs， 任意 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 集 ， 

%: 任意 个 闭 集 的 交 是 闭 集 . 

所 谓 守 间 忆 的 点 的 年 城 是 指 的 任何 包含 售 。 的 开 集 的 
" 156， 


子 集 . 
分 离 空间 .空间 如 称 为 分 离 的 , 是 指 它 满足 下 列 公 理 ， 
Os 如 的 两 个 不 同 点 具有 两 个 不 相交 的 邻 域 . 


空间 的 乘积 ， 如 果 吾 , Bs 是 两 个 拓扑 空间 , 飞 积 拓扑 空间 有 
一 Bix 是 取 任 何 基 本 和 集合 wi Xx ws 的 并 作为 集合 Bi x 及 a 上 .的 
开 集 而 得 到 的 空间 , 这 里 wo 是 2; 的 开 集 (%=1, 2). 

紧 空 间 ， 空 间 妃 称 为 紧 的 ， 是 指 它 分 离 ， 且 还 满足 开 团 盖 公 
理 : 

Os:， 从 马 的 任何 开 覆 盖 可 选 出 有 限 覆 盖 ， 


连通 空间 .空间 召 称 为 连通 的 ， 是 指 召 和 如 是 仅 有 的 同时 
是 如 的 开 集 和 闭 集 的 子 集 . 


拓扑 群 , 拓扑 环 和 拓扑 体 ， 拓 起 群 是 被 赋 有 拓扑 的 群 ,对 于 该 
拓扑 , 函数 (w 和 (wTYy) 都 连续 . 

拓扑 环 是 赋 有 拓扑 的 环 ， 对 于 该 拓扑 ， 函 数 (-2，(z 十 轨 ， 
《2… 幼 都 连续 . 

括 直 体 ; 除了 对 于 拓扑 环 的 同样 条 件 外 ， 还 有 对 于 任何 zx 
的 “7 的 连续 性 . 


距离 空间 ， 距 离 空 间 是 对 它 联系 着 距离 &(z, y) 的 集合 加, 这 
里 距离 是 定义 在 万” 上 的 数值 函数 , 旦 满足 ; 
4hfi，g0c y)>0, ory; ds, 2) 一 0， 
Ma，d(c, 一 gC0，o) (对 称 性 ). 
Ms， ar, yg) <<9(w, >) Q(z, (三 角形 不 等 式 ). 
“距离 空 音 称 为 完备 的 ， 是 指 吾 的 任何 Cauchy 列 是 收 
敛 的 ， 
"13?7 ， 


VIIH. 经 典 记 号 的 回顾 


记号 N, Z, @@, 民 , C 分 别 表 示 ;: 
自然 数 集合 {0, 二 2, …}， 
正 负 整数 的 集合 ， 
有 理 数 集合 ， 
实数 集合 ， 
复数 集合 . 
记号 Q+, R; 分 别 表示 @ 和 只 中 之 0 的 元 素 集合 ， 
记号 N*, Z*, Q", R*, C* 分 别 表示 从 N，Z, @, R，C 中 各 昌 
去 掉 它们 的 0. 
最 后 , 民 表示 由 只 加 上 两 个 无 限 点 而 得 到 的 集合 [一 co，coj]， 
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第 六 章 数值 函数 


我 们 将 称 任何 吾 到 完成 直线 民 = [- oo， oo] 的 映射 为 及 上 前 
教 值 钙 数 ;: 到 只 的 映射 则 将 称 为 有 限 数值 函数 ， 或 者 当 上 下 文明 
确 指 出 它们 是 有 限时 ， 也 简单 地 称 它们 为 数值 函数 ， 这 些 函 数 的 
集合 将 记 作 .多 《已 ,， 民 ) (相应 地 , .FF(B, R)) . 

术 章 中 我 们 将 研究 由 民 是 体 和 序 集 所 引起 的 数值 函数 的 特殊 
性 质 ; 特别 是 我 们 将 研究 某 些 R 的 区 间 到 R 的 映射 类 . 


工 定义 在 任意 集合 上 的 数 信 画 数 


1. (加 R) 和 天 (可 有 上 的 库 关系 


我 们 以 (加 展 ) (相应 地 ， FE, R)) 表示 刀 上 的 数值 函 
数 ( 相 应 地 , 有 限 数值 函数 ) 集 合 . 

集合 多 ( 吾 , 民 ) 显然 可 被 赋 以 代数 结构 . 它 同样 也 具有 与 其 
代数 结构 相 容 的 序 结 构 : 

对 于 任何 fE ( 吾 R), 我 们 说 了 是 正 的 ,并 记 为 了 >0, 是 指 
对 于 任何 “EB, F(z)>0. | 

直接 可 得 ,如 果 >0,，g>0 以 及 和 ER 则 有 

十 9 关 0，jg 关 0， 和 >>0. . 
更 一 般 地 ,对 于 任何 f, gE 多"( 召 ; 展 )， 我 们 车 
Jf<g, 是 指 g 一 之 0, 
《这 等 价 于 对 于 任何 %EZB, 有 fw)<g(lrx))、 直接 可 得 , 委 是 .多 
(加, R) 上 的 序 关系 ( 当 召 多 于 一 点 时 , 它 不 是 全 序 关系 );. 可 以 验 
DB 。 


证 , 对 于 任何 人 9, AE. 玉 (BB, 民 ) 和 任何 和 ER;, 关系 f<g 导致 
f+h<gth Mf<Ng, fh<gh BG he0. 

同样 可 验证 ,由 

J<9 是 指 J(z)<g(z) 对 于 任何 =E 五 成 立 所 定义 的 多 (到 
发 ) 上 的 关系 是 序 关 系 ， 然而 容易 注意 到 多 (如 ，R) 的 运算 不 能 
推广 到 .多 (如 下); 特别 是 后 者 不 是 向 量 空间 . 

对 于 任何 fE 峰 ( 刀 , 中 )， 我 们 以 |f| 表示 对 于 任何 wE 召 满 
足 |f1 (2) |f(w)| 的 函数 ， 

我 们 显然 有 关系 式 


A 


注 必须 注意 , 关系 式 />>0 并 不 导致 或 者 f(z) ~=0 对 于 任何 
2 成立 ,或 者 Jo) >0 对 于 任何 % 成 立 . 


23. 数值 函数 的 界 


我 们 记得 , 民 (对 于 序 关系 ) 同 构 于 [0, 巧 ; 由 此 得 可 , 民 的 任 
何 非 空子 集 在 页 中 有 上 、 下 确 界 ; 于 是 我 们 可 给 出 下 列 定义 

定义 21 对 于 任何 JE :多 (如 并) 和 任何 召 的 非 空子 集 下 ， 
我 们 称 jJZ) 在 展 中 的 上 (相应 地 , 下 ) 确 界 为 在 子 上 的 上 ( 相 
应 地 , 下) 确 界 . 

我 们 记 这 两 个 界 为 supf(e) 和 inf f (%). 

民 的 子 集 的 上 .下 确 界 的 性 质 例如 可 导致 , 数 sap f (0) 可 
用 下 列 性 质 来 刻 划 . 

IT 对 于 任何 EZ， 有 (cc)<qi 

2。 对 于 任何 5<a, 存在 zxE 工 ,使 得 585< 太 (wo)， 

“ 当 了 在 互 上 处 处 有 限 ， 则 在 开 上 的 振幅 (参看 第 五 章 
$ 15) 等 于 
。 140。 


(supf (w) 一 if (2)). 
当 在 忌 上 不 是 处 处 有 限时 ， 这 个 差 将 作为 了 在 下 上 的 振 
幅 的 定义 ， 至少 在 这 个 差 有 意义 时 , 即 当 六 总 ) 不 退化 点 十 ce 或 
虞 一 时 可 这 样 做 . 
定义 2-2 我 们 说 了 在 著 上 有 上 界 (相应 地 ， 有 下 界 ) 是 指 它 
在 对 上 的 上 (相应 地 ,下 ) 确 界 < 十 co (相应 地 ，>> 一 ceo). 
我 们 说 了 在 写 上 有 界 , 是 指 它 同 时 有 上 界 和 有 下 界 . 
直接 可 得 , inf (2) sap( 一 A(%))， 这 个 关系 式 常常 可 用 
来 只 限于 研究 上 确 界 . 
7 :， 了 在 了 芷 上 有 界 ,这 等 价 于 : 存在 这 样 的 wpE 民 ,使 得 
对 于 任何 zE 瑟 , 有 a 了 (lw)<<6. 因此 ,如 果 玉 在 防 上 有 
界 , 它 也 在 于 上 有 限 ; 但 是 , 相反 ; f 可 以 在 王 上 有 限 , 而 并 不 有 
界 ， . ， 
R 到 民 的 映射 +->w? 就 是 一 个 例子 . 
命题 2-3 设 (fo 为 多 (如, RR) 的 元 素 的 有 限 族 ; 则 有 ; 
sup Dfi(s) < Dsupfi(w). 


而 如 果 放 >0, 则 有 
sR /0 < I s/o). 
比如 我 们 证 明 第 一 个 关系 式 ; 我 们 有 
fi(%) <supfi(z), 故 写 J.(2)< sup io). 
由 此 得 到 所 求 关系 式 . 


3. 函数 族 的 上 包 络 和 下 包 络 


设 (Joisr 为 集合 妃 上 的 数值 函数 族 . 为 使 数值 函数 9 是 这 
个 族 的 上 界 , 必需 且 只 需 对 于 任何 “EB， 有 fi(%) <<g(z) 对 任何 
» 141. 


ie 成 立 ， 在 这 些 9 中 存在 一 个 比 所 有 其 他 的 都 小 的 ， 即 用 
Je) 王 supfi(%) 定义 的 函数 请 换 句 话说 , 序 集 .AB, 民 ) 是 完备 
攻关 
定义 31 所 谓 族 (jwer 的 上 包 结 ， 并 记 为 snp fo。 是 指 函 数 


/, 满足 
~ / (9) -sp 对 于 任何 wR 成 立 ， 


“同样 可 定义 下 包 络 inf 太 . 


注 “ 可 以 注意 到 函数 的 上 确 界 与 函数 族 的 上 包 络 这 两 个 粮 念 
之 间 的 相似 性 ; 这 一 相似 性 并 非 是 偶然 的 , 因为 两 个 公式 都 代表 完 
升格 序 集 殉 上 确 界 ,前 者 是 在 下 中 , 后 者 则 是 在 .多 (至 展 ) 中 
例 te 没 妨 为 民 到 民 的 映射 or>gin2mm 禾 《(fe)vwer 的 上 
包 络 是 这 样 的 函数 户 它 当 z 是 无 理 数 或 等 于 形 为 p/4g 的 不 可 约 
分 数 时 , f(w) 一 1, 而 在 其 他 地 方 /(w) 关 1; 

2° 设 p4 是 闭 集 4CR 的 特征 画 数 . 这 个 画 数 是 处 处 之 ps 
的 连续 函数 的 下 包 络 . 

解释 ”对 于 任何 JE 多 (也 只， 设 4 为 乘积 空间 如 x 民 
的 位 于 了 的 图 象 之 上 的 点 集 , 换 句 话说 , 满足 y 之 f(z) 的 点 (%, 9) 
全 体 *D. 

给 定 了 4(] 等 价 于 给 定 了 矿 直接 可 得 对 于 任何 族 
(fi)ier, 有 ; | 

Alsupf) = 4. 
” 序 集 人 4 称 为 完备 格 ， 是 指 4 中 任何 有 限 集 有 界 ， 而 任何 有 上 (下 ) 界 的 子 集 必 
定 有 上 (下 ) 确 界 。 利 用 saR 一 产 (o)) 一 一 Go)， 可知 元 (Z, 责 ) 的 有 下 界 子 集 必定 


岂 有 下 确 界 .一 一 译 者 注 . 
“5 不 少 文献 上 ， 称 这 个 点 集 4(7) 为 的 上 图 (epigrapb) 并 记 作 epi 


一 洋 者 
注 : 
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同样 , 当 工 有 限时 , 有 : 
Alinf f) 一 40 


当 了 无 限时 , 后 一 关系 式 的 左 端 仍 包含 右 端 , 但 不 一 定 再 便 等 . 

.FF ( 盏 只 ) 中 的 上 包 络 ,一 臻 有 上 界 族 . 0) 如 果 (Joisr 为 有 
限 数值 函数 的 有 限 族 , 则 其 上 包 络 还 是 有 限 的 ; 但 如 果 工 无 限 ， 则 
它 的 上 包 络 就 可 能 不 再 有 限 ; 为 了 使 它 仍 有 限 , 必需 且 只 需 对 于 任 
何 zx， 数 族 (fi(2) )icr 有 上 界 . 

53) 如 果 (Jf0)icr 是 每 一 个 都 有 上 界 的 数值 函数 族 ， 则 这 并 不 
能 保证 sap 产 有 上 界 . 

例如 任意 的 好 到 R 的 常 值 映射 nm 的 族 (f,) 是 由 有 界 函 
数组 成 的 , 但 其 上 包 络 不 是 有 上 界 的 . 
。 当 sup 玫 有 上 界 时 ,我 们 说 族 (/)ier 一 至 有 上 界 ; 这 等 于 说 ， 
存在 有 限 数 和 ,使 得 对 于 任何 iE7 和 任何 4%€ 恕 , 有 fi(%) < 

同样 可 定义 一 致 有 下 界 族 . 一 致 有 上 、 下 界 的 族 称 为 一 致 有 
罩 族 . 

f+ 和 上 广 的 定义 ”对 于 任何 数值 函数 1， 置 1*=sup(J, 0). 
换 句 话说 , f+ 由 关系 式 

Go)= (Fo))+ 对 任何 4€ 避 都 成 立 
来 定义 同样 , 置 
f-=sup(—f, 0) = (一 万 + 
必须 注意 , 我们 总 有 f+ 之 0 和 上 广 >0. 
”由 对 于 实数 的 已 知 关系 式 ， 


0 一 时 一 0 lal=at!+oa”, 
f=f° fs: | 一 广 二 三 
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f(D = 二- 


sup(f, 9) =5[Lf+9 + | 91]; 


inf(f, 9) —[(f+9) -1f -gll. 
sup(f, 9) +inf(f, 9) =f +yg. 


Il. 数值 函数 的 极限 概念 


对 任何 fe. ( 恕 ,RR) 和 任何 %E， 可 联系 RR 的 元 素 (2). 
由 于 RR 是 拓扑 空间 ， 对 任何 至 的 元 素 列 或 .多 (及 民 ) 的 元 素 列 ， 
以 至 更 一 般 地 对 任何 加 上 或 FF (, R) 上 的 滤 子 基 , 因而 可 联系 
极限 元 素 . 

我 们 将 首先 考察 与 石上 的 滤 子 基 相 联系 的 概念 , 然后 再 考察 
与 ( 娘 , R) 上 的 滤 子 基 相 联系 的 概念 . 


4 函数 治 玉 上 的 崔 子 基 的 上 .下 极限 
设 f 为 恕 上 的 数值 函数 ， 多 为 有 上 的 滤 子 基 ， 我 们 已 经 在 
第 五 章 第 8 节 定 义 了 了 沿 多 的 附着 集 , 即 集合 
1(%)= MB). 


由 于 了 CB) 的 族 具 有 有 限 交 性 质 (第 五 章 $ 11), 且 民 紧 , 故 (分) 
非 空 。 此 外 , 又 由 于 R 的 任何 非 空 子 集 有 上 确 界 , 我 们 可 以 提出 
下 列 定 义 ; 

定义 4 1 所 谓 / 沿 滤 子 基 家 的 上 极限 , 是 指 集合 f( 作 ) 的 
上 确 界 ， 记 它 为 
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Ia7 或 lim supf. 

用 同样 方式 也 可 定义 下 极限 , 

特殊 情形 1? 设 (oo) 为 召 的 点 列 ; 集合 B= {zi 6 之 nn} 构成 
娃 上 的 滤 子 基 罗 . 了 沿 用 的 上 极限 也 称 为 序列 (jew) 的 上 极 
恨 . 
28 假设 召 被 赋 有 拓扑 ; 设 4 为 如 的 非 空子 集 , a€ 4 我 们 
以 罗 表 示 台 的 形 为 4mF 的 子 集 集 合 , 这 里 亚 是 4 的 邻 域 ; 由 于 
aE4, 很 明显 ， 多 是 滤 子 基 . 

我 们 用 lim snop Jo) 或 当 4= 召 时 ,用 limsnpJjw 来 limsupy。 


煞 E 是 ;> 


例如 , 如 果 召 = Fa, 86] CR, 4 一 ]a, Bj] ,而 4 一 oa 那 末 lim sup 了 
就 称 为 了 在 点 & 上 的 右上 极限 ， 

8° 假设 如 是 递增 滤 子 序 集 , 即 妈 的 任何 有 限 子 集 有 上 界 ; 又 
设 f 是 召 到 民 的 递增 映射 . 

如 果 零 表示 卫 的 形 为 {2: “之 a}jaes 的 子 集 集合 ， 可 以 验证 
级 是 滤 子 基 , 且 

lmy ~limsupf ~supf (%). 

直接 的 性 质 1°f 沿 多 的 上 极限 属于 了 沿 缘 的 附着 集 . 

2。 lim inf f=— lim sup( 一 万. 

引 理 对 2 设 了 为 集合 召 到 紧 空 间 于 的 映射 ; 罗 为 及 上 的 
滤 子 基 , f (多 ) 为 了 沿 多 的 附着 集 . 

那 末 对 于 任何 满足 疙 罗 )Co 的 互 的 开 集 oo， 存在 妃 E 氏 ， 
使 得 f (BB) Cow. | 

事实 上 ， 这 些 闭 集 7CB) 在 紧 集 Ow 上 的 迹 有 交 为 (多) nn 
Cw 一 g; 因此 存在 这 些 闭 集 的 有 限 族 《fCBD)), 其 交 与 Co 不 交 ; 


% 原文 遗漏 a=a 这 一 条 件 , 一 一 译 者 注 
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而 存在 一 个 包含 在 NB 中 的 BE 乡 ; 这 就 是 所 求 的 上. 
性 质 4.3 如 果 / 是 妃 上 的 数值 函数 , 则 沿 滤 子 基 : 尹 收 全 
于 < 等 价 于 
4 一 limsupf 一 liminf/f， 或 {0} = J(8). 


事实 上 , 如 果 4 lm， 则 任何 “ 在 民 中 的 亲人 二 包含 业 


个 集合 f(， 从 而 也 包含 了 矶 ， 因此 了 2) cP 由 此 得 到 
fF(8) = {0}. 
反之 , 如果 {4a} = 了 ( 乡 )， 则 对 于 任何 6 的 邻 域 了 ， 根据 引 再 
4-2, 存在 BE 肛 , 使 得 0BJCF, 故 三 沿 多 让 敛 于 ww， 
命题 44 设 f 为 拓扑 空间 如 到 民 的 映射 对 于 任何 a 及， 
f 在 点 4 的 振幅 ( 见 第 五 章 ,16-9) 为 如 下 定义 的 史 + 的 元 素 ; 
wlf, 0) = limsup/f (2) —liminff (2)).. 
事实 上 , 等 式 两 端 都 等 于 | 
8(f TD)) = spf (V) —inff (TP) 
沿 & 的 邻 域 六 的 瀑 子 基 的 极限 ， 
系 和 5 设 fE ( 思 , 民 ), 其 中 石 是 拓扑 空间 . .了 在 4 上 活 
续 等 价 于 了 在 a。 上 的 振幅 为 零 . 
这 是 命题 4-8 的 直接 推论 ， 
:命题 46 设 /, gE (8,RR) 请 足 J<4 地 为 本 上 的 滤 子 
基 ; 那 末 有 不 等 式 ， 
lim supf <limsupyg; . lim inf f<lim. infg 


事实 上 ,我们 分 别 用 “ 和 有 来 表示 第 一 个 不 等 式 的 两 端 . 
如 果 8B 一 十 co, 则 第 一 个 关系 式 满足 . 
如 果 B< 十 ce， 引 理 4-2 指出 , 对 于 任何 满足 8<% 的 k， 存 
在 瑟 E 多 ,满足 9(B) <k, 从 而 也 有 f(B) <%k, 以 至 FB) <ba<h 
。 146 。 


由 于 这 个 关系 式 对 于 任何 上 > 成立, 故 就 有 a<R. 

,第 二 个 不 等 式 可 由 第 一 个 不 等 式 通过 用 (一 四) 代替/ 用 
(一 月 代替 9 来 得 到 . | 

系 生 -7 如 果 f<g， [2 9 分 别 有 滞 绍 的 极限 和 那 末 


有 as 
7 的 紧 性 对 于 引 理 4-2 的 成 立 是 本 质 的 ; 同样 ， 我 们 


由 此 对 于 民 引 出 的 推 沦 不 能 推广 到 民 
例如 ,在 民 上 ,由 
gr)=1/z, 当 a>0 9( 鸭 一 0 当 2<0. 
定义 的 有 限 数值 函数 9 在 点 0 只 有 10 作为 民 中 的 附着 值 , 尽管 它 
在 0 上 并 不 连续 . 
同样 , 如 果 我 们 用 了 表示 9g 和 1 的 下 包 络 , 则 有 jf<g, 但 是 在 
只 中 了 和 ?在 点 9 前 明太 分别 是 0 了 和 人 


; 将. 函数 族 的 上 、 下 极限 

“ 设 (foier. 为 多 (可 ,起 ) 的 元 素 族 ,家 为 工 上 的 油 子 基 : 
对 于 任何 zxE 四 ,了 到 贡 的 暴 射 和 WA 灌 和 有 附着 人 
PelB): : 
任何 对 于 每 个 CE 满足 了 (w) ez) 的 卫 到 表 的 映 射 了 
称 为 族 (fo 沿 乡 的 附着 值 、 

_ 这 些 附着 值 的 集合 包含 其 上 、 下 确 界 ， 它们 无 非 就 是 映射 

“p>lim inf f 从 和 o>lim n sup filw). 


我 们 将 记 它 们 为 。 。 Jaminf(J) 和 limmap(/。 
| 六 命题 与 1 设 (foier 和 (gs 为 .多 (BE, 民 ) 的 两 个 元 素 族 ; 
又 设 角 为 了 上 的 滤 子 基 ， 
.如果 对 于 任何 YE 有 .Ph 和 gs 那 末 也 有 
ea 147， 


limsup (fi) < lim sgup (g); liminf (fo) <liminf (g) 。 
加 


事实 上 ,对 于 任何 2€ 轧 , 对 pe 应 用 命题 4-6 指出, 例如 有 
lim SU 六 (四 二 lim 1 SUp ACOR 


7 1° 如 果 对 于 任何 有 二， 即 对 于 任 何 $ 和 任 何 名 
有 fi(%w) <gi(%), 则 对 这 个 严格 不 等 式 并 不 能 取 极 限 ， 即 一 
般 我 们 没有 : 
lim sup f ‘<limsup DR 
2° 一 般 不 存在 序列 (f,) 的 收敛 子 列 (f,,), 使 得 其 极限 等 于 
limsup(j 几 为 了 看 到 这 点 ， 只 需 对 任何 zxER， 置 户 (c) 一 
(—1)"%. 1 


6. 在 连续 重 数 上 的 运算 


命题 81 设 妃 为 拓扑 空间 , aE 有 为 “多 (及 RR) 的 由 在 a 上 
连续 的 函数 所 组 成 的 于 集 4 是 ZF( 恕 , RR) 在 子 代数 格 *. 

事实 上 ,由 RR 上 的 加 法 和 乘法 的 连续 性 可 得 ,如果 了 和 g 在 4 
上 连续 , 则 (了 +g)， Jfg 以 及 对 于 任何 纯 量 的 入 也 都 在 4 上 连 
续 ， 另 一 方面 , R 到 只 的 映射 p. w>|w| 连续 ,因而 对 于 任何 JE 
4, | 一 gof 也 在 4 上 连续 ， 于 是 更 一 般 地 ,关系 式 


sup(f, 9) = 计 [(f+D + fg|] 


指出 ， 如 果 户 9€4, 则 也 有 sop(f, 9) € 4， 这 个 结论 显然 可 扒 
广 到 任何 4 的 元 素 的 有 限 族 的 上 ,下 包 络 . 


*， 序 集 和 4 称 为 格 ,是 指 它 的 任何 有 限 元 素 族 有 上 、 下 确 界 .如果 它 同 时 还 是 (RR 上 
的 ) 向 量 空 间 ， 且 满足 i) Vs, y, 2€ 4 x<y>x42<yT2)ii) Vr, .y€ A4, YA.ER,, 
zy->75<7y) 那 末 和 4 称 为 向 重 格 .如 果 疝 量 格 和 4 同时 还 是 代数 ( 即 它 同时 还 是 与 向 量 
夫 国信 算 诅 容 的 环 )， 县 满足 十) Yz yE 4, {0<%, 0<y} 地 0 Sv) 那 末 4 称 为 代 
教 苔 。 不 礁 验 证 ,9 ( 思 , 民 ) 对 于 通常 的 代数 运算 与 序 关系 形成 代数 格 。 一 一 译 者 注 


* 4S，。 


命题 6-2 设 刀 为 距离 空间 , 0 (相应 地 ,万 为 由 用 上 的 一 
致 连续 (相应 地 ， Lipschitz) 函数 组 成 的 了 人 民 ) 的 子 集 . 

那 末 了 和 也 为 多 ( 孟 民 ) 的 两 个 子 向 量 格 . 

证 明 ， 可 照搬 上 一 命题 的 证 明 ， 并 注意 到 只 ?到 RR 的 映射 
(wD) 一 +9) 和民 到 民 : 的 映射 >|u| 都 是 Lipschits 映射 ( 因 
而 也 是 一 致 连续 的 ). 

7 认为 和 荆 关 于 习 法 稳定 是 不 正确 的 . 例如 数值 
数 “一 *z 属于 U0 和 和 荆 , 但 它 的 平方 x>w? 并 不 属于 它们 . 

命题 6-8 设 (fDier 为 多 (加, 民 ) 的 任意 元 素 族 ， 为 它 的 
上 包 络 . 

如 果 每 个 f; 是 比 为 的 Lipschitz 映射 ， 且 了 至 少 在 一 点 上 
有 限 , 那 末 处 处 有 限 , 且 也 是 比 为 上 的 Lipsehitz 忽 射 

事实 上 , 对 于 任何 x%, yE 召 , 由 假设 , 有 

fily) <hkadls, y) +f(z) 
因而 也 有 f(D Ekd ls, 9) +f (W). 
这 样 , 如果 f(%) <co, 则 也 有 J 了 (9) 三 0, 以 至 f(y) 有 限 ， 于 是 我 
们 可 以 对 于 任何 %， yEB, 记 
f(y) 一 了 (w) <<balw, y)， 辐 样 也 有 f(%) Da 2) . 
因此 , /就 是 比 为 上 的 Lipschitz 映射 . 

对 于 下 包 络 显然 由 有 类 似 的 陈述 . 

例 设 马 为 距离 空间 , 4CE. 

,对 于 任何 “GE 下， 置 

f (2) —supd(%, ®; gD =inf de, oD) 
每 个 函数 zd(z, w) 都 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 , 因而 9 是 比 
为 1 的 Lipschitz 映射 ， 而 当 上 在 某 点 上 有 限时 ( 它 等 价 于 4 有 
界 ), f 处 处 有 限 ,是 也 基 比 为 上 的 Lipschitz 映射 . 
» 9 。 


二 


7 不 能 错误 地 认为 一 臻 连续 函数 的 上 或 下 包 络 还 是 一 下 
连续 的 ， 它 甚至 可 能 是 不 连续 的 , 例如 , [0, 切 上 的 函数 1/ 
(1 +za)* 的 族 就 有 不 连续 的 下 包 络 ， 为 了 再 得 到 这 种 类 型 的 陈 
述 , 必须 假设 族 (fi) 有 补充 性 质 , 例如 一 致 等 度 连续 性 : 
下 一 节 中 我 们 将 看 到 , 连续 函数 族 的 上 或 下 包 络 , 尽管 不 -- 定 
连续 , 仍 具有 引 人 注 目的 性 质 . 


JI 半 连 续 数值 函数 


设 了 为 定义 在 拓扑 空间 万 中 的 数值 函数 ，f 在 aE 上 连续 
等 价 于 下 列 两 条 件 都 实现 ， 

1。 对 于 任何 <f (a), 存在 @ 的 邻 域 了 ,满足 和 <f (7). 

2。 对 于 任何 和 >f (a), 存在 o 的 邻 域 ,满足 >/ (了). 

当 我 们 只 抽出 这 两 个 条 件 之 一 ,就 导致 半 连 续 的 概念 


了 .点 上 的 半 连 续 性 


定义 71 设 恕 为 拓扑 空间 , /EF (B, 本 . 我 们 说 /在 轧 
的 点 “上 下 半 连 续 , 是 指 对 于 任何 和 <<f (a), 存在 a 的 邻 域 一, 清 
足 X<F(D， 

当 这 个 条 件 对 于 恕 的 任何 点 a 都 实现 ， 我 们 说 /在 瑟 上 下 
半 连 续 ， 

上 半 连 续 的 定义 由 不 等 号 变 向 而 得 到 . 

直接 可 得 , f 在 a。 上 的 下 半 连 续 性 等 价 于 一 了 在 同一 点 上 的 
上 半 连 续 性 ， 注意 到 这 点 可 使 我 们 仅 对 下 兴 连 续 画 数 来 表述 我 们 
的 大 部 分 讨论 . : 

例 1 设 厂 为 RR 到 民 的 肌 射 ,满足 (0) ~0,f.@) - 一 2 
当 2 天 0. 

。 了 0O。 


对 于 任何 偶 整 数 mw f, 在 点 0 下 半 连 续 . 

对 于 任何 奇 整数 %, 在 点 0 既 非 下 半 连 续 , 也 非 上 半 连 续 ， 

2° 设 沁 为 民 到 民 的 了 台 射 , 当 x 是 无 理 数 时 ,jz) 一 0, 而 当 z 
为 有 理 数 时 , 了 (w) =1. 

函数 了 在 任何 有 理 点 上 下 半 连 续 ， 而 在 任何 无 理 点 上 上 半 连 


”命题 9-2 /在 a 上 下 半 连 续 等 价 于 
fl) = liminf f (2)*. 


证 明 a) 假设 在 a 上 下 半 连 续 , 并 设 入 <<f(q)， 于 是 存在 
4 的 邻 域 了 ,满足 < jj; 这 样 也 有 ; 
<J7)， 故 和 <liminfjo). 


由 于 这 个 关系 式 对 于 任何 过 f(a) 都 成 立 ,我 们 也 有 
f(@) <lim inf f (%), 


但 相反 的 不 等 式 也 成 立 ， 因 为 对 于 任何 六 ,f(a) Ef) 故 所 求 
等 式 成 立 ， 
5) 反之 , 假设 f(@) —liminff (%). 对 于 任何 入 <f (a)， 由 引 


理 4-2, 存在 s 的 邻 域 六 满足 入 <f 了 0)， 这 就 是 说 了 在 "上 下 
举 连 续 . 

命题 3 在 w 上 下 半 连 续 、 且 > 一 oo 的 函数 集合 .4 (@) 对 
于 加 法 是 稳定 的 . 

事实 上 , 设 f, 9gE-A(a)， <J HG， 我 一 可 以 记 和 一 
”w+B, 其 中 g<f(@), B<gla)，: 于 是 存在 a 的 邻 域 U, 使 得 a 一 
f( 品 ,以 及 a 的 邻 域 , 使 得 6<g(7). 这 样 也 有 


;不 少 文献 中 这 个 等 式 被 代 准 为 不 等 式 了 (9) 和 liminty CD) 。 这 主要 是 对 下 极限 
的 理解 不 同 而 引起 的 。 如 果 把 下 极限 理解 为 lim tf (0), 那 未 这 里 必须 用 不 窜 式 。 
一 一 详 者 注 
。I61 。 


和 一 x+B< (FT 的 (z) 对 于 任何 %ED NV 成 立 , 
这 就 证 明了 j+9E.8 Co)， 
系 7-4 由 在 a 上 下 半 连 续 的 函数 组 成 的 .Y( 瑟 ， 民 ) 的 子 集 
是 凸 锥 省 . 
为 了 研究 意义 大 得 多 的 全 空间 上 的 半 连 续 性 ， 我 们 就 在 这 里 
停止 对 点 上 的 半 连 续 性 的 讨论 . 


8， 全 空间 上 的 下 半 连 续 函 数 

为 了 使 空间 如 到 空间 下 的 映射 了 在 召 上 连续 ， 必 需 且 只 需 
羽 的 任何 闭 集 通过 的 道 象 是 刀 的 闭 集 、 我 们 将 看 到 半 连 续 函 
数 有 一 个 类 似 的 特征 . 

命题 8-1 空间 万 到 中 的 映射 在 加 上 下 半 连 续 等 价 于 对 
于 任何 NE 民 ， 满 足 f (2) <7 的 w 的 集合 是 闭 集 (这 也 等 于 说 ， 消 
足 和 <f (x) 的 wv 的 集合 是 开 集 ). 

事实 上 , f 在 点 a 上 的 下 半 连 续 性 等 价 于 对 于 任何 和 <f (a)， 
满足 入 <f (x) 的 v2 的 集合 是 a 的 邻 域 ; 换 句 话 说 , f 在 全 空间 上 的 
下 半 连 续 性 , 等 价 于 对 于 任何 X, 满足 入 <f (x) 的 w 的 集合 是 其 每 
个 点 的 邻 域 ,因而 是 开 集 . 

系 8-2 设 pu 是 召 的 子 集 4 的 特征 函数 . ?4 下 半 连 续 等 
价 于 4 是 开 的 ， 

事实 上 ,满足 <wa(z) 的 4 的 集合 当 和 > 工时 是 由 而 当 和 < 
工时 是 4. 

-同样 ,ps 上 半 连 续 等 价 于 4 是 闭 的 . 

下 半 连 续 性 的 几何 解释 ”在 w3-2 中 ,我 们 已 经 把 任何 允 到 
并 的 映射 与 乘积 空间 恕 x 中 的 子 集 4(f) 相 联系 . 

我 们 将 用 4(f) 来 简单 地 解释 下 半 连 续 性 ( 兄 图 6)、 
操纵 的 定义 见 119 页 详 者 注 . 一 一 译 者 注 
.1652 . 


命题 8-3 拓扑 空间 媚 到 民 的 映射 了 下 半 连 续 等 价 于 4( 放 
在 媚 x 民 中 闭 . 
证 明 4( 了 ) 闭 等 价 于 它 的 余 集 是 开 集 ， 或 者 说 这 个 余 集 04 
(及 是 它 的 每 个 点 的 邻 域 . 
了 在 加 上 下 半 连 续 等 价 于 对 于 任何 满足 入 <f(e) 的 偶 ,7 
《 即 对 于 任何 (@, X) ECO4(7)) 和 对 于 任何 满足 和 过 p<<f oa) 的 此， 
满足 < 之 了 (w) 的 w 的 集合 是 的 邻 域 了 ， 换 名 话说， 这 等 价 于 地 
在 (a, )) 的 邻 域 ( 即 厂 x[- se, pL[) 包含 在 C4(P 中 ， 
所 述 的 等 价 性 因而 得 证 . 
半 连 续 务 数 的 运算 ”命题 7-8 对 我 们 指出 ， 下 半 连 续 函 数 类 
对 于 加 法 是 稳定 的 ; 我 们 将 看 到 它 也 对 另 一 些 运 算 稳 定 ， 
命题 84 设 了 为 空间 召 到 民 的 区 间 [w，B] 的 下 半 连 续 映 
射 ， ?为 [a, B8] 到 民 的 递增 连续 映射 那 末 复合 函数 yg 一 pof 是 
下 半 连 续 的 . 
这 是 命题 8-1 的 直接 推论 ; 因为 对 于 任何 入 JU *([ 一 00, 和 |) 
有 形式 为 (La, 11); 而 扩 ?([w, jl) 是 闭 的 ,因为 这 个 集合 恒 同 于 
f 1([ 一 oo0, 器 }， 可 是 这 个 集合 无 非 就 是 9 [一 2，X)， 故 命 
题 成 立 . 
系 85 如 果 f 和 g 都 二 0, 上 且 在 加 上 下 半 连 续 , 那 示 fy 也 
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下 半 连 续 . 

事实 上 内 怖 逐次 取 9 为 对 数 函 数 和 指数 函数 ， 米 应 用 命 
题 8-4. ， 

Log 和 Logg 都 > 一 0, 且 下 半 连 续 ; 故 Log fg (LogJ+ 
Log ), 以 至 fg 也 是 如 此 ， 

定理 86 任何 下 半 连 续 数值 函数 族 (fo)ier 的 上 包 络 也 是 
下 半 连 续 的 . 

任何 下 半 连 续 数 值 函 数 的 有 限 族 的 下 包 络 也 是 下 半 连 续 的 . 

这 是 命题 8-8 和 m?8-2 的 公式 的 直接 推论 . 

事实 上 ， 如 果 每 个 4(./ 是 闭 集 ， 几 4(fi) 也 是 闭 集 ， 从 而 
sup(f?) 下 半 连 续 ， 同 样 , 如 果 工 有 限 ，U4(j 为 闲 集 ， 从 而 
inffs 下 半 连 续 ， 

特殊 情形 ”任何 连续 函数 族 的 上 包 络 是 下 半 连 续 的 . 

宽 特殊 的 是 ， 如 果 f, 是 连续 数值 函数 的 递增 列 ， 则 它 的 极限 
了 恒 同 于 sup f;,, 因 而 站 是 下 半 连 续 的 .这 一 性 质 的 道 命题 在 习题 
9 和 10 中 研究 . 

对 于 上 半 连 续 性 我 们 有 类 似 的 陈述 , 只 需 把 上 、 下 包 络 互相 代 
赫 即 可 . 

7 定理 8-6 不 能 扩 广 到 任何 下 于 天 詹 才 的 无 了 旋 的 下 
包 络 ， 


事实 上 设 f 为 上 的 任意 数值 四 数 ， 是 如 下 证 多 的 男儿 
fo 的 下 包 络 ， 


Jo) = 十 co 当 ztm folo) =f (0). 
而 直接 可 得 ,每 个 函数 f。 是 下 半 连 续 的 . 


9. 下 半 连 续 函 数 的 构造 
半 连 续 函 数 至 少 象 连续 函数 一 样 接近 于 我 们 的 感觉 经 验 ， 下 
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面 的 例子 能 帮助 我 们 理解 . 

当 我 们 观察 一 个 不 透明 的 物体 时 ， 在 从 眼睛 开始 的 任 一 半 直 
线 上 ,我 们 只 能 察觉 此 物体 的 一 个 点 ; 由 该 点 到 我 们 的 眼睛 的 距离 
是 该 闪 直 线 方向 的 函数 ， 这 个 函数 不 是 连续 的 , 而 是 下 半 连 续 的 ， 
只 要 我 们 认为 所 观察 的 物体 是 闭 集 . 

这 个 例子 经 过 适当 推广 ， 还 可 用 米 提供 最 _ 般 的 下 半 和 连续 
数 ， 

事实 上 , 当 恕 为 拓扑 空 ;同时 , 设 4 为 x 民 的 癌 入、 对 于 任 
何 xE 吾 ， 设 f4(%) 为 模 坐 标 是 2 的 4 的 点 的 纵 坐 标的 下 确 界 (如 
果 这 样 的 点 没有 , 则 取 十 cc). 本 

不 难 指出 , 这 样 定义 的 函数 f4 是 下 半 连 续 的 .反之 , 由 命题 
5-8, 任何 如 上 的 下 半 连 续 函 数 可 以 由 这 一 程序 得 到 . 

例 设 y9 为 托 扑 空间 吾 到 民 的 任 艺 上 映射; 荆 为 g 的 图 象 ， 
集合 荆 是 五 x 中 的 闲 子 集 ， 与 蔗 相 联系 的 通过 上 述 程序 得 到 的 
ft 是 下 半 连 续 的 ; 不 难 验 证 ,对 于 任何 wE 召 , 有 

fr(®) —lim inf g(@). 


同样 ， 函 数 limsupg () 是 上 半 连 续 的 ， 它们 的 差 w( 户 9 
因而 也 是 上 半 连 续 的 . 


10、 紧 空间 上 的 半 连 续 函 数 
定理 10-1. 对 于 任何 紧 空 间 且 到 民 的 下 半 连 续 肌 射 /， 至 
少 存在 互 的 一 个 点 6, 满足 
f (0) 一 iD f(%). 
事实 上 , 置 minff (%). 
对 于 任何 入 > 满足 f(z) 志 入 的 xz 集合 思 是 闭 集 , 目 非 空 . 
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另 一 方面 , 到 的 族 按 包含 关系 是 全 序 的 ,因为 及 是 和 的 递增 
孙 数 ; 因此 (第 五 章 命题 11--4), 及, 的 交 非 空 ， 在 这 个 交 的 任何 点 
wm 上 ,对 于 任何 %>m, 有 (0)<%, 故 f(@) <<m. 

另 一 方面 由 m 的 定义 ,有 YY 这 m, 因此 f(a) 一 m. 

系 102 紧 空间 马 到 ] - co， 十 co] 的 任何 下 半 连 续 映 射 
在 如 中 有 下 界 ， | 

事实 上 ,我 人 有 m=f(@)> 一 oo, 故 f> Ja)> 一 co. 

对 于 上 半 连 续 函 数 , 我 们 有 类 似 的 陈述 . 

如 果 我 们 把 这 些 结果 应 用 到 连续 函数 上 ， 我 们 又 重新 发 现 以 
前 肯定 过 的 结论 : 紧 空 间 上 的 连续 函数 在 其 上 达到 上 、 下 确 界 . 

现在 我 们 将 研究 这 些 结果 在 变 分 学 上 的 重要 应 用 . 


11. 长 度 的 半 连 续 性 


曲线 的 长 度 是 这 一 曲线 的 函数 ， 在 某 种 我 们 将 要 明确 的 意义 
下 , 当 它 连 续 变化 时 , 我 们 可 能 认为 它 的 长 度 也 连续 变化 ， 事 实 上 
并 非 如 此 , 正如 下 列 初等 的 例子 所 指出 的 那样 

设 Cu 为 方程 y 一 ”tsin na 所 决定 的 平面 曲线 ,其 中 0<z<7， 
wnEN*( 在 直角 坐标 系 中 )， 

直接 可 得 ,所 有 这 些 曲 线 有 同样 长 度 ,而 它 是 一 个 数 1>w， 但 
当 w> 二 co 时 ,这 些 曲 线 一 致 收 伍 于 线段 [0, w]. 因此 , 这 一 一 臻 
收敛 性 并 不 带 来 长 度 的 站 伍 性 . 

我 们 可 以 修正 这 个 例子 ， 把 ? 换 为 不 管 怎样 的 > 的 数 ， 但 
是 值得 注意 的 是 , 我 们 不 可 能 把 ! 换 为 <m 的 数 . 

换 句 话说 , 收敛 于 线段 [0, 中 的 曲线 长 度 的 下 极限 不 小 于 z， 
这 无 非 就 是 我 们 现在 将 进一步 明确 的 下 半 连 续 性 . 

参数 化 曲线 的 空间 设 T 了 为 只 的 紧 空间 ,万 为 距离 空间 ， 根 
据 以 前 的 定义 \ 第 五 章 $24) ,任何 下 刘 已 的 连续 映射 都 定义 本 一 
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条 参数 化 曲线 . 因此 我 们 可 以 把 也 到 ‘如 的 连续 映射 集合 光 ( 了 也 ) 
看 作 定 义 在 全 上 的 恕 的 参数 化 曲线 集合 . 1 
我 们 把 联系 一 致 收敛 距离 的 拓扑 作为 多 (T,， 召 ) 上 的 拓扑 , 这 
里 距离 定义 为 
df, 9) —sup (f(t), 90)). 


对 于 任何 1E%(T， 加 ， 我 们 以 了 (了 ) 表示 用 了 定义 的 曲线 
长 度 . 这 样 我 们 就 有 了 一 个 定义 在 拓扑 空 间 多 (7 用 ) 上 的 数值 
函数 . 
定理 11-1 长 度 工 (四 是 (TB) 中 的 了 的 下 半 连 续 函 数 ， 
证 明 对 于 了 T 了 的 任何 有 限 子 集 o = 二 刀 ，…, 如 }， 其 中 掺 过 
色 <…<< 加 ， 以 及 对 于 任何 了 E5 人， 万， 署 
AO 


对 于 任何 gETP, YZ(T, 友 ) 到 且 的 映射 ->f (4) 是 连续 的 ， 故 对 
于 任何 o, 映射 ->V,(f) 连续 ， 
既然 (f) 一 supV。 (J) (参看 第 五 章 we24)， 故 荆 是 连续 丽 数 


,的 上 包 络 ; 由 定理 8-6, 它 因 而 是 下 半 连 续 的 . 

系 短 史 2Z(T，R) 到 RR 的 映射 /->(f 的 全 变 差 ) 是 下 半 连 
续 的 . 

变 分 学 上 的 应 用 单 变量 变 分 学 问题 在 于 在 给 定 的 曲线 集合 
中 寻求 一 条 曲 纹 ; 使 它 的 发 度 芒 可 能 最 短 . 

这 个 门 是 的 解 由 下 列 对 照 定理 10-1 和 11-1 而 得 到 的 引 理 来 
提供 ,. 加 

引 理 11- 3 村 任何 we 司 ) 的 紧 集 本 。 存在 的 元 素 
fo, 满足 

| Za ~int LD. 
因此 ， 我 们 就 被 引 向 研究 CP， 加 ) 的 紧 集 . 


» 1? « 


引 理 也 -和 设 人 为 区 间 [a, 好， 其 中 a 一 冰 

对 于 满足 工 (f) 过 1 的 任何 了 EYCT, 万 ), 存在 [0, 圈 到 [ce, 要 
上 的 递增 同 吓 w 使 得 foo 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射. 

证 明 对 于 任何 zE [a, 5]， 设 V(e) 为 了 在 [a, z1 上 的 全 变 
差 ; 然后 , 置 ， 

po) hi 人 十 知人 一 a). 
可 以 验证 , 当心 =1 ho Q 一 了 (有 ))/( 一 @)1 时 ， 映射 8 是 [6 D] 
到 [0, 1] 上 的 递增 同 胚 ， 我 们 以 a 表示 逆 映 射 6-:. 
由 于 代 换 递增 变量 并 不 改变 全 变 差 (第 五 章 ， 命 题 .24-5)， 所 
以 对 于 任何 满足 z<y 的 x, 9gE [0, 1], 有 本 
[foaly) -Jou(z) js<yfoa 在 [w, 委 上 的 金 变 差 
一 了 在 [a(z), a(y)] 上 的 全 变 差 
=V (a(y)) ~V (a(®)) <IB(a(y)) -Bae))) 
—7(y—%). | 
不 等 式 |foaly) -foal(w) |<1(y 一 z) 建立 了 所 述 性 质 ， 

系 115 对 于 任何 互 的 长 度 < 的 参数 化 曲线 族 (0):， 存 
在 属于 多 ([0, 妃 , 如 ) 的 参数 化 曲线 族 (01)ie1z， 使 得 对 于 任何 
4iET，C 和 O01 对 于 变量 代 换 是 等 价 的 ， 自 0; 是 比 为 1 的 
Lipschitz 映射 . 

现在 我 们 能 够 应 用 这 些 结果 来 研究 距离 空间 中 的 测 邮 线 ( 所 
谓 召 的 测 地 线 是 指 长 度 < 任何 有 同样 端点 的 弧 的 长 度 的 简单 可 
度 长 的 纪 ). 

定理 11.6 届 为 提交 ， A,B ?为 如 的 两 个 不 相交 闭 
子 集 . 

如 果 召 中 存在 端点 分 别 在 4， 也 中 的 可 度 长 曲线 ， 且 丰 表示 
它们 的 长 度 的 下 确 界 ， 那 末 也 存在 端点 分 别 在 4， 恕 中 的 长 度 为 
上 的 简单 弧 . 
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事实 上 ， 我 们 以 ;表示 满足 t<<i 的 任意 有 限 数 ， 设 玉 为 允 
([0, 日， 历 的 由 潢 是 10) E4, f(DEB 的 比 为 1 的 Lipschits 
映射 了 所 组 成 的 子 集 ， 这 个 集合 是 一 致 等 度 连 续 的 ， 且 在 % 
(fo, 4], 召 ) 中 闲 ; 因此 根据 Ascoli 定理 (第 五 章 ,8 28), 它 是 紧 的 . 

系 11-5 指 出 ,binf 工 (了 ); 故 由 引 理 11-8, 存在 foE 尺 ,满足 


LOO inf LC =h. 


这 个 映射 fo 不 一 定 是 双 射 , 但 是 利用 通过 [0, 如 确定 的 内 在 
参数 化 可 以 消除 这 一 不 足 ， 
”对 于 任何 4E [0, 世 , 设 p 的 为 户 在 [0, 杂 上 的 全 变 差 .、 对 于 
任何 去, 加 GE [0, 1, 我们 有 

dCfolts), folta)) < lo) -p(t) |. (1) 

于 是 关系 式 (p (4) 一 p(ts)) 导致 (folti) =fo(ts))， 这 就 指出 

放 是 9 的 函数 , 即 f。o。 有 形式 为 gop， 不 等 式 ( 了 DD 因而 可 写成 
dg) , ga) Elva 其 中 w=p(t1), Vs= 9 (ts). 

这 样 映射 9 是 [0, 如 上 的 比 为 1 的 Lipschitz 映射 ; 我 们 称 g 
为 联系 fo 的 内 在 参数 化 ， 

g 的 全 变 差 <k, 但 由 于 有 ， 

g(0) =fo(0) € A, gk) =foll) €B, 

g 的 全 变 差 又 必须 之 故 它 恰好 等 于 心 且 9 在 任何 区 间 [wr; ws] 
上 的 全 变 差 为 (ws 一 ww). 

”我 们 说 g 是 双 射 ， 事 实 上 如 果 存 在 妇 , wa 满足 <us， 且 
g(w) 一 glus), 我 们 从 曲线 中 去 掉 对 应 区 间 ]wx wa[ 的 弧 , 仍 得 到 
端点 在 4, B 中 的 曲线 ,而 其 长 度 将 是 

一 (2a 一 us) < 
询 这 与 的 定义 矛盾 . 
例 设 4 为 RR* 的 闭 赔 盘 w?+y?<7 了 为 4 到 RR 的 连续 映 
=。 .100 。 


射 , 而 再 为 也 的 图 象 ， Rs 的 距离 子 空 间 思 为 4 的 连续 象 2， 故 
是 紧 的 . 

如 果 映 射 了 是 Lipschitz 映射 ， 召 的 任意 两 点 p 和 g 可 通过 
一 条 百 的 可 度 长 统 , 即 连接 2 各 g 在 4 上 投影 的 直线 段 的 象 ， 

因此 ,根据 定理 11-6, 通过 和 9 有 一 条 加 的 测 地 线 . 

我 们 称 4 的 内 部 的 象 为 召 的 内 部 ， 贺 xz?+y? 一 1? 的 象 为 加 
的 边 晃 ,并 以 0 表示 了 的 中 心 的 象 . 

连接 0 与 边界 上 的 一 点 的 如 的 弧 长 有 下 确 界 ">r， 曙 一 方 

面 ， 连接 0 与 9 的 测 地 线 长 度 随 9 趋向 于 0 而 趋向 于 0， 由 此 得 
到 ， 如 果 g 在 0 的 适当 的 邻 域 内 取 ， 任 何 连 结 0 和 g 的 测 地 线 在 
如 的 内 部 ， 因 此 , 可 以 陈述 

命题 11 了 7 如 果 p 是 FR 中 形 为 =f(w， 功 的 开 Lipsehitz 
曲面 S 中 的 一 点 ， 那 来 对 于 任何 8 的 充分 靠近 2 的 点 g， 存 在 
的 端点 为 p 和 g 的 测 地 线 . 


IV. Stone- Weierstrass 定理 (§12) 


我 们 将 在 这 里 建立 车 干 定理 , 它们 将 向 我 们 指出 , 如 果 一 个 紧 
空间 上 的 连续 函数 族 足 够 丰富 , 且 对 于 某 些 运 算 稳定 , 那 末 它 们 可 
用 来 一 致 逼近 秆 这 个 空间 中 的 任何 连续 函数 

设 民 为 紧 空 间 , 多 (区 ,BR) 为 下 到 民 的 连续 函数 代数 ， 并 被 
赋 以 一 致 收敛 拓扑 . 

我 们 说 ,，%( 斑 , RR) 的 子 集 4 是 格 ， 是 指 对 于 任何 f, gE€ 4， 
包 络 sup(f, 9) 和 inf(f, 9) 也 属于 4. 

引 理 12-1 设 4 为 (XR) 的 格子 集 。 


” 原文 作 “ 同 胚 ”, 但 这 是 要 证 明 的 ,一 一 译 者 注 
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计数 JE%(, R) 属 于 4 的 闭 包 了 ,这 等 价 于 ;对 于 任何 w 
yE€ 下 和 任何 e>>0, 存在 依赖 于 x, y 的 g€4, 使 得 
Mo — 9() <8, If -9 |<s, 
为 了 强调 这 个 9 依赖 ws 和 yy, 我 们 记 它 为 ge,y. 
证 明 固定 s. 采用 所 述 记号 ,我 们 有 
|f (8) — ga,yx) [<s; (1) 1f() — gely) |<s. (2) 
置 Ory™ {¢ gory 2) <f (2) -+e}. 
由 于 函数 (go,y 一 放 连 续 ,集合 wo,y 是 开 的 ; 旦 根据 关系 式 (2)， 
它 包含 % 因此 对 于 固定 的 x, wow,y 全 体 构成 全 的 开 覆 盖 ; 由 这 一 
覆盖 可 选 出 有 限 覆 益 (ww,y,). 


置 ge 一 inf (ge,y); 
我 们 有 | ge<j+s 在 尺 中 成 立 ， 
且 ge (2) >f(%) 一 BE。 

置 CDw 一 {g: Ye (2) >f (2) 一 s}. 


由 于 函数 (gs 一 让 连续 ,集合 ws 是 开 的 , 且 它 包含 x; 因此 ww 
组 成 了 的 开 覆 盖 ; 由 这 一 覆盖 可 选 出 有 限 覆 盖 《co) 。 

置 9 一 SP ge 
我 们 有 : 9E4;i g<f+s 以 及 g>J—s. 

” 这 就 求 得 gE 4, 它 以 。 的 精度 通 近 了 

例 设 卫 为 民 的 区 间 [e, 四， 4 为 邓 上 的 按 段 仿 射 的 连续 
函数 全体 (这 就 是 说 , 存在 有 的 由 区 间 组 成 的 有 限 覆 盖 , 在 此 每 
个 区 间 上 ，j 是 仿 射 函数 )， 这 一 集合 4 显然 是 格 ， 且 对 于 任何 
7, %， 存 在 JE4, 它 在 %, y 上 取 任 意 给 定 的 值 . 

因此 = GX, R). 

当 总 为 Re 的 紧 集 ，4 为 只" 中 的 按 段 仿 射 的 连续 函数 ( 即 
有 形式 为: f=s0p(gi, ga，…，g) 一 SPpGWa Ra, ,hha)， 其 中 
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gy 和 扩 在 R" 中 仿 射 ) 在 五 上 的 迹 的 集合 , 我们 有 类 似 的 结果 . 
引 理 地 多 任何 (X, RR) 的 闭 子 代数 是 格 ， 
证 明 根据 关系 式 : 
sup(f, WD =FLF+D + 9) 


inf(f, 9) = 吝 [f+ -|f -gl], 
只 需 证 明 , 当 fE 4 时 ,也 有 |f|€4. 
为 此 将 指出 |f| 是 形 为 > mo 户 的 了 的 多 项 式 的 一 致 极限 ; 很 


明显 ,我 们 可 只 限于 站 六 1 的 情形 . 

对 于 任何 se>0,， 我 们 有 . 

0< (oa 十 69) 主 _|o|<s 
另 一 方面 ; oa 二 69 一 1 二 8 二 (os 一人 一 (Gen CGO， 
其 中 一 (2 一 蕊 /十 s5) 。 
对 于 任何 zE€f[ 一 1, 1], 有 
|v| < (+e’) -+<1, 

故 (1+W) :的 Taylor 级 数 % 当 szE [一 本 时 一 致 收 化 于 (1 二 
因此 存在 多 项 式 2(z), 满足 


| Co 二 的 二 -pp(o)| <s 对 于 任何 mnE [一 二 成 立 . 
特别 是 因而 有 |p(0) |<<28 这 样 ， 如 果 我 们 最 后 置 @--p- 
p(0), 则 有 
|Q(w) -lz||<et2s+s=4s 对 于 任何 zEf 一 1, 入 成 立 . 
.因为 Q 没有 常数 项 , 故 Q(f) € 4; 同时 由 假设 上 f|<1, 我 们 


有 
[QD -Ill<4e. 


定义 12-3 设 和 4 为 集合 节 到 集合 了 的 映射 集合 ， 我 们 说 ， 
*) 存在 某 些 避免 利用 Taylor 公式 的 引 理 13-2 的 证 明 ( 见 习题 16). 
“69 ， 


4 分离 王 的 点 ,是 指 对 于 任何 x, yEX， ot, 存在 AE 4， 满足 
J (7) f(y). 

”例如 ,当下 为 距离 空间 时 ，%( 耻 ,人 R) 分 离 全 的 点 ,因为 当 
a, bEER, gz 时 ， 连续 函数 w-Yd(g， 4) 分 离 % 和 5b. 

现在 我 们 可 以 陈述 下 列 所 求 的 基本 定理 ， 

定理 124 (Stone Weiestrase) 设 4 为 《 玉 ， 8) 的 子 代 
数 ,满足 ， 1 

1。 4 分 离 并 的 点 ; 

2。 对 于 任何 sE 玉 ， 存在 JE 4， 使 得 0. 

那 末 | ”= =Y(X, R). 

证 明 1° 首先 我 们 证 明 , 对 于 任何 %oyEY, 4 关 9Y, 以 及 对 于 
条 数量 ,BB, 存在 FE A, 使 得 je) =a 和 f(y) 一 B， 显 然 只 
对 于 4 来 证 明 这 点 . 

如 果 存 在 .9E4 满足 g(z) x*g(y)， 且 y(o)， 9( 力 藉 0, 则 可 置 

，、 Tag+aag 
由 假设 , 下 列 条 件 满足 : 
gpg gs) =g(z)9() ow - -g(x)) *0, 
故 存在 数量 wm, as, 满足 1(%) 一 a, f(y) 一 

但 这 样 的 y 是 存在 的 ; 因为 存在 gi 中 gi(%) 天 gi(); 如 果 
(2) 和 gn(9) 上 0, 就 取 g=gi 如 果 相 反 ,例如 gi(w) =0, 则 存在 
gs 满足 gi3(z) 关 0, 并 取 g~ gi 二 egs, 其 中 s 关 0 ， 且 小 到 足以 保证 
g(z) ¥g(y) 和 gy) #0. 

”2°* 由 4 是 代数 ， 也 是 代数 ， 因 为 如 果 f, g9yEA， 上 且 f= 
limf,; glim g,, 其 中 f., g,€ 4, 则 有 
fg=lim(fst+g); Mf=limN\f, fo= lim jy， 
从 而 (f+9), Nf 和 .Jo 也 属于 艺 . 
8。 地 是 闭 代 数 , 则 由 12-2, 也 是 格 ; 从 而 根据 引 理 12-1 和 上 
+ 23 。 


面 的 性 质 1°, 任何 fE%(XZ, R) 属于 ZA, 故 如 = 和 (是 ， 民 )， 

注 js。 在 应 用 中 也 可 方便 地 把 定理 表述 为 ; 

如 果 多 (三 , 只) 的 元 素 族 (fi) 分 高 下 的 点 , 且 户 不 在 和 的 
同一 点 上 同时 为 零 , 那 末 EYW(, R) 是 关于 天 的 (天 和 数 硬 的 ) 
多 项 式 的 一 致 极限 . 

2° .如 果 4 包含 非 零 常数 ,定理 12-4 的 条 件 2 就 满足 ， 

系 12.5 设 4 为 (XC) 的 ( 体 CL 的 ) 子 代数 ,满足 ; 

1°。 A 分离 及 的 点 ; ， 

2 对 于 低 何 2E 了 及, 存在 fE4, 满 居 f (0) 0 

3 对 于 任何 fE€ 4, 也 有 了 EA( 其 中 了 表示 的 复 共 四 ) 

那 末 . CC) 


事实 上 ，4 的 取 实 值 的 函数 的 (R 上 的 ) 子 代数 4; 符合 定理 
12-4 的 条 件 1 和 2, 因为 如 果 了 分 离 %s 和 Y, 氏 / 或 多 公 门 也 分 离 
入 而 如 果 了 站 (w) 关 0， 顷 让 或 多 (有 ) Yo) 世 不 等 于 0. 


因此 ， A4,=%(X, RR); 从 而 区 Rr 次 G(X, 所 


了 7。 系 的 杀 件 3 是 本 质 的 事实 上 我 们 取 子 为 C 的 单位 
闻 盘 , 4 为 复 变量 z 的 多 项 式 在 了 上 的 迹 的 集合 ， 代 数 4 
符合 条 件 1 和 2, 但 不 符合 条 件 3，、 可 以 验证 ,4 六 多 ( 互 ,C); 例 
如 ,可 以 注意 到 , 对 于 任何 JE 4， 以 至 对 于 任何 JE, (0) 是 了 
在 单位 图 上 的 乎 均值 , 这 并 非 是 对 于 任何 KES( 瑟 ,C) 都 成 立 的 .， 
应 用 1 设 生 为 依 " 的 紧 子 集 % 个 坐标 函数 2>zi 的 族 
(j 分 离开 的 点 .因此 , 任何 函数 FE 多 ( 和 ,CE) 是 % 个 变量 的 
复 系数 多 项 式 的 一 致 极限 ( 当 0E€ 于 时 ,有 常数 项 ; 当 0 生 站， 只 要 
愿意 , 可 以 没有 常数 项 )， 
2 设 卫 为 C 的 单位 贺 |z| 一 1， 画 数 z>% 分 离 卫 的 点 ， 和 且 
在 到 上 不 为 零 ;因而 由 x 和 % 生成 的 代数 在 少 ( 瑟 ,CE) 中 处 处 稠 ， 
， 2704 。 


我 们 以 表示 民 到 下 的 映射 ->e*， 对 于 任何 fEYV( 生 , C)， 
fog 是 民 上 的 周期 为 27 的 连续 本 数 ;而 我 们 知道 (参看 第 三 章 )， 
任何 民 上 的 周期 为 2 的 周期 连续 函数 有 这 种 形式 *. 

因为 了 是 “和 = 的 多 项 式 的 一 致 极限 ，fo9p 是 et 和 e 飞 的 多 
项 式 的 一 致 极限 ; 换 句 话 说 ,任何 民 上 的 周期 为 27 的 复 值 连续 函 


数 是 三 角 多 项 式 Dae” 的 一 臻 极限. 


8。 设 芝 ,了 为 两 个 紧 距 离 空 间 ， 我 们 以 多 表 示 赋 范 空间 双 
(对 X 了 , 民 )， 以 x (相应 地 ，Gy) 表示 由 形式 为 (%, 力 -g() 
(相应 地 , h(y)) 的 函数 组 成 的 2 的 子 集 . 

少 ( 王 , R) 分 离 站 的 点 ,因为 如 果 4, 5E 卫 , a*5, 连续 函数 
wm->d(q, 2) 分 离 4 和 及 同样 ,YZ(Y, BR) 分 离 了 的 点 ， 另 一 方面 ， 
及 x 了 的 两 个 不 同 的 点 ， 或 者 它们 的 横 坐 标 不 同 ,或 者 它们 的 纵 
坐标 不 同 ; 因而 FxU gsy 分 离 了 xY 的 点 ， 此 外 ， 由 于 这 个 集合 
包含 函数 1， 由 YZxU %y 张 成 的 代数 4 在 多 中 处 处 稠 ， 这 个 代 
数 4 无 非 就 是 下 列 形式 的 函数 集合 : 

7 WD = hy). 

4。 上 述 的 应 用 1° 指出 , x 的 多 项 式 集 合 在 多 ([0, 1], R) 上 

处 处 筒 ， 如 果 置 
一 4， 其 中 GE [0 co[， 
则 由 此 可 导 得 , 和 六 we-" 的 集合 在 被 赋 以 一 致 距离 的 .在 [Docef 


上 连续 且 在 无 限 远 处 有 极限 的 函数 空间 中 处 处 稠 ， 

可 以 验证 ， 通 过 去 掉 常 数 co e* (其 中 £=1，2, …, 或 简单 
地 上 >0) 的 线性 组 合 在 被 赋 以 一 致 距离 的 .在 [0。coL 上 连续 且 在 
无 限 远 处 趋 于 0 的 函数 空间 中 处 处 筒 . 


这 是 Fourier 级 数理 论 中 熟知 的 结论 。 可 参看 任何 一 本 这 方面 的 著作 ,一 一 
洋 者 让 
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连续 前 数 的 延 拓 设 总 为 拓扑 空间 , 节 为 站 的 阅 子 集 , 了 为 
亚 到 民 的 连续 映射 。 我 们 的 问题 是 能 否 把 了 延 折 为 他 到 民 的 
连续 取 庙 ， 我 们 即将 看 到 ， 当 症 虹 、 可 中 时 ，Rtone Weierstrass 
定理 不 难 提供 一 个 答案 . 

命题 12_6 如 果 了 表示 紧 距 离 空 间 工 的 闭 子 集 ， 那 未 JE 
多 (了 , 民 ) 是 名 (在 ，R) 的 元 素 在 地 中 的 限制. 

证 明 1. (全 , R) 分 离 卫 的 点 (从 而 也 分 离 了 的 点 )， 这 
是 因为 如 果 ww bE 有, a 姑 b, 连续 函数 >&(c, 2) 分 离 a 和 5、 因 
此 对 了 应 用 定理 12-4 可 指出 ， 对 于 任何 gE%(Y, R) 和 任何 
>0,， 存在 gEYV(X, R)， 使 得 |g,(9) -gy)1<s 对 于 任何 
yEY 成 立 ， 我 们 将 再 进一步 假设 g 和 % 有 同样 的 界 ( 如 果 % 没 
有 这 个 性 质 , 我 们 用 sap(o inf(8, g,)) 来 代 营 它 , 其 中 a 和 分 
别 表示 g 的 下 确 界 和 上 确 界 )、 
2。 利用 递 推 ， 我 们 用 下 列 条 件 (使 用 GD 的 记号 ) 来 定义 
(XX, R) 的 元 素 列 gm， 

go fy "= (f-Bge) gy n>1 

由 此 可 导 得 
|- 瘟 tp 人 <( 寺 在 了 上 成 立 


sD < 在 于 上 成 立 ， 


因此 ,一 方面 ， 通 项 为 gw 的 级 数 在 了 中 一 致 收敛 ， 另 一 方 
面 , 它 的 和 g 在 了 上 等 于 三 


V. 定义 在 民 的 区 间 上 的 函数 


在 民 的 区 间 上 存在 序 结 构 和 仿 射 结构 , 这 就 使 得 可 以 对 于 定 
义 在 这 些 区 间 上 的 函数 定义 与 这 两 种 结构 相 联系 的 概念 , 诸如 左 、 
“100 


右 极限 .单调 性 、 可 导 性 、 凸 性 等 ， 
这 里 我 们 即将 考察 这 些 概念 . 


13. 左 、 右 极限 


我 们 记得 (第 五 章 , 8 8)， 如 果 工 是 民 的 区 间 , 乃 是 分 离 拓 扑 
空间 ，f 是 了 到 瑟 的 映射 ,我 们 说 , f 在 工 的 点 & 有 右 极限 ,是 指 
lim f(z) 存在 . 

于 是 我 们 把 这 个 极限 记 为 f(@;); 用 同样 的 方式 可 定义 f(@-). 

定义 18-1 我 们 说 4 是 的 第 一 关 不 连续 点 ， 是 指 一 方面 
fla_) 和 f(s;) 存在 ,而 男 一 方面 又 没有 f(@_)=f(@) =f (61). 

例 1° R+ 到 民 ; 的 映射 n>(z 的 整数 部 分 ) 的 第 一 类 不 连 
续 点 为 整数 1， 2，…. 

2° 民 ; 到 Rj; 的 映射 下定 义 为 ; 

f(z?) 一 0， 当 w=0 和 2 为 无 理 数 ， 
Jo =9， 当 2= (不 可 约 分 数 20 - 仿 ; 
则 所 有 非 零 有 理 数 是 它 的 第 一 类 不 连续 点 . 

3° 民 到 RR 的 映射 定义 为 ; 当 w 是 有 理 数 时 ,f(x) 一 0, 当 > 
是 无 再 数 时 , f(%) =1; 则 它 没有 任何 第 一 类 不 连续 点 ， 

下 面 的 例子 给 我 们 指出 ， 如 果 不 对 恕 作 任何 限制 性 假设 ，I 
的 所 有 点 都 可 以 是 第 一 类 不 连续 点 . 

我 们 以 媚 表 示 乘 积 集 合 民 x {1, 2, 8}, 并 赋 以 如 下 定义 的 字 
典 排 列 序 关 系 ; 

.对 于 任何 *ER, 我 们 有 (o, 1) 之 (w, 2) 过 (ww, 8) ,而 对 于 任何 

z, yER， 凡 满足 z<4 的 , 我 们 有 (2 站 之 (y, 力 ， 这 里 各 jE 
{I, 2, 3}, 且 各 可 取 1, 2, 3 中 任意 的 一 数 . 

于 是 我 们 对 吾 赋 以 序 拓扑 ,并 以 了 天 示 民 到 召 的 映射 > 
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(9. 9， 
可 以 验证 , 万 局 部 紧 , 日 对 于 任何 wER， 有 ， 
fw) = (人 DD), fw) = 人 3)， 
相反 , 当 及 可 距 时 , 这 种 奇 性 是 不 可 能 有 的 
命题 13-2 ”如果 了 是 民 的 区 间 工 到 距离 空间 媚 的 映射 ， 屠 
来 的 第 -类 不 连续 点 集合 刀 至 多 为 可 数 集 . 
事实 上 , 我 们 以 D, 表示 了 的 不 连续 点 集合 ， 其 上 了 的 振幅 
>n 1 
集合 D,。 只 有 弧 立 点 ,因为 如 果 & 为 D, 的 紊 点 , 则 5 是 妃 的 
不 同 点 的 单调 列 的 极限 ; 不 妨 设 这 个 序列 递减 , 则 je,) 不 可 能 存 
在 , 故 ga 和 插 D，. 
只 有 弧 立 点 的 集合 D, 至 多 为 可 数 集 ; 而 由 于 D 一 UD,,， DD 至 
多 为 可 数 集 . 
7 存在 在 所 有 点 上 都 不 连续 的 函数 ， 但 它 没有 任何 第 一 
类 不 连续 点 ; 上 面 的 例 3 就 是 如 此 . 
定义 13-3 设 广 为 只 的 区 间 工 到 距离 空间 乃 的 映射 
1。 我 们 说 广 正规 ,是 指 它 只 有 第 一 类 不 连续 点 . 
2。 我 们 说 广 为 阶 梯 函 教 ， 是 指 存在 工 的 分 成 子 区 间 ( 可 能 退 
化 为 一 点 ) 的 分 划 , 使 得 了 在 每 个 子 区 间 上 为 常数 . 
命题 13 2 指出, 正规 函数 的 不 连续 点 集合 至 多 为 可 数 集 ， 此 
外 ,显然 任何 阶梯 函数 是 正规 的 ,但 着 命题 不 正确 , 因为 任何 连续 
函数 正规 . 
命题 13 4 正规 函数 集合 对 于 -一致 极限 稳定 . 
事实 上 ， 假 设 是 正规 函数 广 的 一 致 极限 ; 对 于 任何 4ET， 
f.(ar) 和 f(a_) 存在 , 故 f(ar) 和 ja ) 也 存在 . 
这 早 我 们 注意 到 ， 如 果 距 离 空 间 乃 是 赋 范 向 量 空间 ， 则 
F(T, 瓦 ) 的 正规 函数 集合 是 多 (I， 酝 ) 的 向 量 于 空间 
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命题 33 如” 假设 区 间 工 紧 ,距离 空间 用 任意 . 

那 末 正规 函数 类 恒 同 于 阶梯 函数 的 一 致 极限 类 . 

证 明 由 于 任何 阶梯 函数 正规 ,命题 18-4 指出 任何 阶梯 函数 
的 一 致 极限 也 正规 ， 
反之 , 设 了 为 正规 函数 , s 为 >0 的 数 ， 对 于 任何 wE 了 I, 存在 
两 个 非 空 区 闻 ]oo, s[ 和 ]z, Be[, 其 上 的 振幅 <s， 由 于 工 紧 ， 
存在 形 为 ]a, Be[ 的 区 间 的 工 的 有 限 夏 次， 从 而 存在 把 工分 为 区 
间 T (可 能 退化 为 一 点 ) 的 有 限 分 划 ， 在 这 些 区 间 上 ,的 振幅 
一 s， 在 每 个 三 上 为 常数 、 目 在 ,的 中 点 与 相等 的 函数 ,显然 
以 z. 精 度 逼 近 . 

系 紧 区 间 工 到 距离 空间 妃 的 任何 正规 映射 有 界 、 


了 1. 单调 函数 
:、 如 果 了 是 区 间 工 到 民 的 递增 映射 , 则 对 于 任何 aE 了 有 
f (a) =snpj(oi f(a) =inff 人， 


因此 , 任何 递增 函数 (以 至 任何 递减 函数 ) 是 正规 基数 ; 特别 是 它们 
的 不 连续 点 集 至 多 为 可 数 集 

这样 ,任何 两 个 递增 函数 的 差 , 即 有 界 变 差 函 数 (第 五 章 命题 
24 8j 是 正规 函数 ， 这 个 结果 可 能 会 使 我 们 期 望 , 反之 , 任何 正规 
数值 函数 有 有 界 变 差 ; 但 是 这 是 不 可 能 的 ， 因为 甚至 存在 [0, 1] 上 
的 有 无 界 变 差 的 连续 函数 ， 
人 鲍 ， 热 恶 几 个 相当 古怪 的 递增 本 数 的 经 典 例子 是 有 益 的 ， 
们 可 以 看 作 我 们 数学 研究 园地 的 篇 爷 . 

le 设 4 一 {zs ws …， 名 ，…} 为 开 区 间 ]0，1T[ 中 的 可 数 点 
集 , 县 满足 4 一 [0, 习 ，(em) 为 和 是 1 的 无 限 正 数列 ， 

对 十 任何 wzE [0, 所 置 ， 
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fw) =- 


换 甸 话说 , 求 和 是 对 所 有 满足 <z 的 mw 来 进行 的 ， 直 接 可 得 , )/ 
在 [0, 1] 上 严格 递增 , 且 j(0) =0, 了 (1) ~1， 而 它 的 不 连续 点 集 
为 4. 
”2° 现在 置 /([0，) ~B, 其 中 了 为 上 一 例子 中 定义 的 函数 . 
有 到 [0, 1] 上 的 映射 广 ! 是 严格 递增 的 ; 可 以 验证 

a) f+ 可 以 用 唯一 的 方式 延 拓 为 [0，1] 到 [0，1] 上 的 递增 
映射 % 

六 9 是 一 续 的 ; 

c) 在 [0, 1 上 使 g 为 常数 的 区 间 长 度 和 等 于 1， 这 就 使 得 g 
的 变 差 是 在 一 个 将 在 积分 论 中 明确 的 “ 零 测 度 " 集 合 上 求 得 


15， 有 限 增 量 定理 


我 们 不 在 这 里 复习 单 实 变量 函数 之 导数 的 经 典 初 等 性 质 ， 相 
反 , 我 们 将 证 明 车 干 有 关 “ 有 限 增 量 ” 的 定理 , 它们 能 使 结果 从 局 部 
上 升 到 整体 ， 并 且 还 能 代替 只 对 实 值 可 导 函 数 成 立 的 经 典 的 有 限 
增 量 定理 *. 

在 此 以 后 , 工 表示 只 的 任意 区 间 , D 为 工 的 有 限 或 可 数 子 集 ; 
在 最 经 典 的 陈述 中 , 这 个 集合 卫 或 者 是 空 的 , 或 者 退化 为 工 的 端 
点 . 

引 理 15-1 设 f 为 I 到 民 的 连续 映射 且 对 于 任何 满足 
x4DD 的 I 的 内 点 2 和 任何 8>0， 存 在 YE]s，w+6[， 使 得 
yo) <f(). 

那 末 了 在 工 上 递增 . 


” 在 我 国 的 数学 分 析 课 本 中 , 更 常用 的 名 称 是 “中 值 定理 ”， 或 "Lagrange 定理 ” 
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证 明 设 妈 vvET,vw<w 大 为 任意 的 满足 
kK<f ee) KEFD) 
的 数 、 又 设 4 为 满足 上 < 和 jc) 的 zE[w wv] 的 集合 这 个 集合 不 
是 空 的 ,因为 它 包含 w 同时 它 又 是 闭 的 ,因为 了 连续 ; 故 它 也 包含 
数 a 一 sup 4. 
假设 a<% 则 不 可 能 有 上 二 f(a)， 否 则 a 将 在 4 的 内 部 ; 故 
上 一 (ao ， 而 w 插 也 , 因为 了 Go 4 革 f(D); 故 由 引 理 的 假设 , 存在 
BE]jo, vf 使 得 f(a) 专 f(B); 这 样 BE 4, 而 这 就 与 a 一 sap 4 了 予 
盾 . 
于 是 有 a=+, 换 句 话说 , (oo); 由 于 f(D) 至 多 是 可 数 的 ， 
故 存在 可 任意 接近 J(w) 的 因此 了 (< 了 9). 
换 句 话说 , 了 递增 
引 理 直 -2 设 p 为 了 到 距离 空间 召 的 连续 有 映射,， 9 为 到 
R 的 递增 连续 映射 
假设 , 对 于 任何 满足 后 五 的 工 的 内 点 w 和 任何 3>0， 存 在 
yE]x, x 十 6[, 使 得 
dp), p(t)) <gY) 一 9(o) 。 (1) 
那 末 对 于 任何 ww, €1, wv, 有 
ad(g (0), pW)) S90) 一 9(G0)。 
”事实 上 ,给 定 尺 和 wv, 对 于 任何 <€ [u, 2] 置 
f (0) = —d(9(0, 9 (2)). 
对 于 任何 满足 zx<y 各 使 (1) 成 立 的 x, y€ [w, 2]， 有 : 
7 下 一 ge) 一 9 十 BO 9 dp, pL)) 
<<y(o) — gg) tagpYy), pr)) 去 0. 
于 是 由 引 理 15-1, 了 在 [w, 妇 上 递增 ; 故 
0< jn) -GOD， 即 ge 人 opGD)<9gCo) 一 9g(0)， 
现在 为 了 重新 回 到 形式 上 更 经 典 的 陈述 , 我 们 给 出 下 列 定义 ; 
。 JI77 。 


定义 15-83 设 wp 为 了 到 赋 范 空间 ?万 的 映射 我 们 说 np 在 
I 的 点 w 上 右 可 和 导 ( 其 中 a 不 是 工 的 右 端点 )， 是 指 厂 的 元 素 人 ! 
(g(a+ 有 太一 g(g)) 当 h 取 >>0 的 值 趋 向 于 零 时 有 极限 . 我 们 区 这 
个 极限 为 有 8 在 wx 上 的 右 导 数 , 并 记 作 qa (qm).- “让 

我 们 于 是 可 记 ， i 
Lp=pfe 十 月 一 p(a) 一 Eee + elh)), 其 中 的 
从 而 对 于 任何 s>0， 有 : 四 

AOVEOEIP HPA ES 

对 任何 足够 小 的 天 成 立 . 

特别 是 9 在 点 4 上 右 连续 . 

同样 也 可 定义 左 导 数 ; 如 果 9 在 点 “ 左 、 右 可 导 ， 县 两 个 导数 
相等 ,我 们 则 说 gp 在 4 可 时 . 

定理 15-4 如 果 连 续 数 值 函 数 p 在 (IT 二 D) 的 任何 点 上 右 可 
导 , 且 m<9h(z)< 了 对 于 任何 wE 《I 一 DD) 成 立 , 那 末 有 ” 

my 一 <g(W) 一 g(W) < 用 (v 一 友 对 于 w<v 谣 立 . 

当 9 在 [w, 如 上 不 是 仿 射 函数 时 , 不 等 式 是 严格 的 . 

证 明 首先 指出 ,如果 对 于 任何 2 全 DD, gi(w) 之 0, 则 gp 递增 
事实 上 ,给 定 。 对 于 任何 “ 香 刀 , 只 构 万 完 分 小 我 们 有 ， 

gt) -pO> -eh 

因此 ,函数 广 wr->p(z) 十 az 符合 引 理 条 件 ， 故 它 递 增 ; 由 于 这 对 于 
任何 s>0 都 成 立 , p 也 递增 加 
而 函数 wz 一 WMz 一 -PL) 和 ga op 人 mo 都 在 人 一 D) 
的 点 上 有 之 0 的 右 导数 ， 从 而 它们 都 递增 ， 以 至 所 求 的 联 立 不 等 式 
成 立 . _。 四 

最 后 ,如果 wp 在 [u, v] 上 不 是 导数 为 M 的 仿 射 函数 , 递增 本 


2 典范 党 间 的 定义 可 参看 第 七 章 2- 工 和 4-1。 
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数 (MHz-p(z)) 在 [w, 四 中 不 是 常数 . 故 
Mu— pu) <My— gp). 
对 于 8(2) 一 ms 我 们 可 以 有 同样 推理 . 
:定理 二 5 设 9 为 工 到 赋 范 空间 妃 的 连续 映射 ，9 为 工 到 

R 的 递增 连续 肌 射 . 

假设 pg 和 g 在 I 二 D 的 任何 点 上 都 右 可 导 , 且 

AC SACOR 
那 末 对 于 任何 wvEI, u<v, 有 
p(w) -p01 <90) 一 900 ， 

证 明 给 定 s>0; 对 于 任何 满足 z 折 DD 的 工 的 内 点 四 存在 任 

意 小 的 及 >0, 使 得 
jp(z 二 站 -pe) <b pa (er) t+) 
<h(gr(r) +e) <gw+h) — gw) +2eh. 

把 引 理 15-2 用 到 函数 2 和 “>9g(2) 十 2sz 上 , 则 有 
je(o) —p 0 < 0) ~ 90 +280% ow). 
这 个 关系 式 对 于 任何 se>0 成 立 , 故 所 求 关 系 式 也 成 立 . 

系 才 6 如 果 gi(z)<<M 对 于 任何 EI 一 DD 成 立 , 则 gp 是 
工 上 的 比 为 必 的 Lipsehitz 映 英 

系 直 -7 设 f 为 工 到 赋 范 空间 如 的 连续 映射, 且 在 I 一 卫 的 
所 有 点 上 右 可 导 , wE 琅 . 

如 果 对 于 任何 “EI 号 有 ;tz) 一 ul <e， 那 末 对 于 任何 q 
dEL, i 
f(D) —f 0) — Bb-oul<elb—o. 

* ”为 此 只 需 对 由 p(z) =f(w) 一 vu 定义 的 9 来 应 用 15-6. 
7 1” 我 们 出 才 建 立 的 所 有 陈述 都 只 与 定义 在 R 的 区 间 
工 上 的 函数 有 关 ; 稍 后 我 们 将 看 到 这 里 的 某 些 陈述 可 推广 
到 以 Re 的 凸 集 代 蔡 工 的 情形 ， 其 中 只 需 利用 凸 集 中 的 任意 两 点 
.73。 


都 是 包含 在 凸 集 中 的 直线 到 的 端点 . 

但 是 我 们 即将 看 到 一 个 例子 ， 它 说 明 不 可 能 把 了 工 换 为 一 般 的 
距离 空间 

设 J 为 如 下 定义 的 Buclide 平面 Ra 的 子 集 ，v 是 直线 区 间 
[( 0)，(0, )] 和 [( 一 1, 0)，(0, )] 的 并 . 

我 们 把 J 到 R 的 映射 p 定义 为 线性 形式 (wm bo) ohm 在， J 
上 的 限制 . 

容易 验证 ， 如 果 J 被 赋 以 Buclide 距离 , 则 gp 在 J 的 每 一 点 
的 邻 域内 都 是 比 为 1 的 Lipschitz 映射 ,但 可 以 使 gp 是 比 为 的 
Lipschitz 锯 射 的 最 小 数 k 是 ,而 可 能 任意 大 . 

2° 下 理 15-1 的 证 明 只 利用 了 f(D) 不 包含 任何 区 间 的 事实 ; 
因此 我 们 可 以 期 望 在 陈述 中 所 述 的 集合 DD 的 类 有 所 扩大 ， 但 是 ， 
一 些 精巧 的 例子 指出 , 这 种 推广 是 不 方便 的 , 也 没有 多 少 意义 ， 这 
种 例子 之 一 就 是 第 14 节 中 所 构造 的 递增 连续 函数 % 它 除了 在 一 
个 “ 零 测度 ”的 闭 集 的 点 上 外 ,处 处 有 零 ( 从 而 所 0) 导数 , 但 它 却 是 
递增 的 , 且 不 是 常数 . 

8。 我 们 的 所 有 陈述 都 让 右 导 数 处 于 优先 地 位 ; 显然 , 我 们 也 
可 在 这 些 陈述 中 把 右 导 数 换 为 左 导数 .。 此 外 ， 一 般 所 研究 的 函数 
将 是 在 (二 也) 的 任何 点 上 有 双边 导数 . 


1 吓 函 数 的 定义 .直接 性 质 

在 第 8 节 中 我 们 已 经 看 到 上 包 络 运算 对 于 创造 新 函数 类 的 重 
要 性 ， 这 一 重要 性 将 再 次 对 于 与 仿 射 函数 的 上 包 络 恒 同 的 凸 函 数 
显示 出 来 。 这 里 我 们 将 利用 在 第 四 章 中 定义 各 研究 过 的 凸 集 的 概 
念 牛 . 
“9 我 们 简单 地 回顾 一. 下 : 尺 上 的 向 量 空间 的 子 集 式 称 为 驯 的 ， 是 指 对 于 在 何 
syE ,线段 [5 妇 包 售 在 六 中 。 
。174。 


定义 16-1 设 为 有 限 数值 务 数 ,定义 在 只 的 区 间 工 下. 

我 们 说 了 是 凸 的 ， 是 指 对 于 任何 mi ms ET, f 的 图 象 荆 的 任 
何 满足 rE [zi xa] 的 的 点 W (z) 在 线段 用 (wy) 到 (zs) 之 下 (我 们 
用 M (ze) 表示 点 (z， je) ); 换 句 话说 : 

f (gt 十 aawa) < of (£21) + oa f (22) 
对 于 任何 满足 oy 十 as=1 的 a, os 之 0 成立 . 

例如 ,任何 仿 射 函 数 x->ax 十 0 是 是 的 . 

命题 16-2 / 是 目的 等 价 于 平面 Raz 中 位 于 的 图 象 之 上 的 
点 集 4(J) 是 凸 的 ， 

事实 上 , 如果 是 凸 的 ， DP, 卫 。 是 横 坐 标 为 m1 利 wo 的 ACF) 
的 两 个 点 , 线段 用 (x1) M (ws) 在 厂 之 上 , 故 线段 PiPs 也 在 本 之 
上 ,因为 Pi 和 Ps 分别 在 及 (wv4) 和 及 (ws) 之 上 . 

反之 , 如果 4( 了 有 ) 是 凸 的 ，M (oa 和 (za) 是 六 的 两 个 点 ， 
则 这 两 个 点 也 属于 4( 放 ; 线段 M (wm) MM (ws) 属于 4( 放 , 故 也 在 
I 之 上 . 

定义 16-3 我们 说 定义 在 民 的 区 间 工 上 的 有 限 数值 亢 数 是 
严格 凸 的， 是 指 对 于 任何 cy waET 三 的 图 象 卫 的 任何 满足 zE 
]zi, zs[ 的 点 严格 地 在 线段 于 (x1) M (zs) 之 上 . 

这 等 价 于 了 是 凸 的 以 及 了 的 图 和 象 生 不 包含 共 线 的 三 点 ， 事 
实 上， 如 果 Wi，M。， Ma 为 横 坐 标 是 办，zs，va 的 二 的 三 个 共 线 
点 ,其 中 x4 过 rs 过 ws, 那 末 对 于 任何 wE€ [er, wa], 点 用 (w) 将 在 线 
段 MMs 之 上 ;因为 否则 例如 有 <w 过 vs， 且 用 (2) 严格 地 在 
WM; Ms 之 下 ， 这 将 导致 Ms 严格 地 在 及 (w) Ms 之 上 ， 而 这 是 不 可 
能 的 . 

因此 ,，/ 在 I 了 上 是 严格 是 的 等 价 于 了 是 是 的 ， 且 不 存在 了 的 
任何 开 区 间 . 使 得 f 存 其 上 仿 射 . 

定义 16 4 我 们 说 定义 在 芭 的 区 间 工 上 的 有 限 数值 函数 记 
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是 凹 的 ,是 指 〈-- 力 是 凸 的 . 

也 可 以 将 它 说 成 是 : 位 于 大 的 图 象 之 下 的 平面 点 集 是 凸 的 . 
上 同 孟 数 的 运算 .命题 16-5 a) 任何 是 函数 的 正 线 性 组 合 是 
凸 的 . 

56) 任何 凸 函数 的 简单 极限 是 凸 的 . 

c) 任何 凸 函 数 的 有 限 上 包 络 是 凸 的 . 

证 明 陈述 & 和 2 由 不 等 式 

fs (0u%1 十 oava) < or Jo) + oa fi (vo) 
可 得 , 因为 它 对 于 正 线 性 组 合 和 取 极 限 仍 保持 . 

为 了 证 明 @), 设 (Jf2) 为 上 包 络 是 了 (假设 它 处 处 有 限 ) 的 是 对 
数 族 .每 个 集合 AC(fi) 都 是 是 的 ， 而 已 知 4D = ND, 故 
4( 户 也 是 凸 的 换 句 话说 , 三 是 凸 的 . 

系 16-6 任何 是 仿 射 函数 的 上 包 络 的 有 限 数值 函数 是 凸 的 . 


17. 凸 函数 的 连续 性 和 可 导 性 
命题 17-1 了 凸 等 价 于 函数 和 
pl%, D -=A (其 中 %*) 
对 于 每 个 变量 是 递增 的 . 
本 Mb) 


May -一 一 Mi) 


事实 上 pfz, y) 是 直线 MI(w) WM (wy) 的 斜率 , 而 所 述 条 件 等 价 
于 如 果 四 b,c。 是 工 的 满足 <e<8 的 三 点 , 则 有 ; 
176， 


ny 
oo 
= 


Mr (ao) 条 (@) 的 斜率 < 条 (四 条 人们 的 斜率 二 条 (o) 天 人 的 斜率 . 
而 这 等 于 说 M (o) 在 线段 H (e) M5) 之 下 ， 

系 17-% 三 既是 凸 的 又 是 四 的 等 价 于 了 是 伪 射 的 。 

只 需 注意 ,事实 上 了 的 四 性 由 了 的 递减 性 来 刻 划 ， 

这 样 ,如果 了 既 目 又 四 , 则 了 是 常数 ， 因 而 

Jo) -0 = kr —y). 

即 了 是 仿 射 的 ， 逆 命题 显然 成 立 . 

命题 17-3 任何 开 区 间 工 上 的 凸 函 数 了 在 所 有 点 上 有 左 、 坟 
导数 (从 而 连续 ), 且 当 4<5 时 ,有 


OPSUOR EA i I AO EAE 


证 明 事实 上 , 设 x<a<y, 且 置 
PO= fH-—f0))/ i. 
命题 17-1 指出 , pe) sp(0) . 
因而 p(y) 的 下 确 界 (其 中 es< 力 有 限 ， 且 等 于 limp(9); 


样 , p(z) 的 上 确 界 (其 中 z<w) 也 有 限 ， 有 等 于 limp(%). 这 样 
fi(g) 和 f(a) 存在 , 且 有 : 
IO SAOLIAODSIOF 
在 这 个 关系 式 中 取 y=5， 就 得 到 所 求 不 等 式 的 一 部 分 , 其 人 
部 分 只 需 交 换 a 和 2 的 作用 可 得 . 
1° 闭 区 间 [g, 8] 上 的 西 函数 可 以 不 在 端点 上 连续 
/ 例如 ， 在 [4, 5] 的 内 部 为 0、 而 在 端点 上 为 1 的 函数 了 
[a, 8] 上 凸 , 但 不 连续 . 
2° 有 办 开 区 间 上 的 本 函数 可 以 不 是 有 界 的 区 间 ] 一 1, 1[J 
的 函数 (1 一 x”) -1 就 是 这 种 情形 . 
8。 闭 区 间 [w, 妇 上 的 连续 唔 函数 可 以 不 在 端点 上 可 时 
。 177 ， 


[1, 1 上 的 函数 ~ (1 -xc?) 于 就 是 这 种 情形 ， 尽 管 如 此 ， 它 还 可 
以 在 两 个 端点 上 有 广义 导数 ， 即 在 4 上 导数 为 ~ co， 而 在 5 上 导 
数 为 +co， 

系 29-4 西数 及 和 彤 吉 增 ,而 了 的 了 不 可 导 的 点 集 至 多 为 
可 数 集 . 

证 明 例如 , 户 的 递增 性 由 命题 17 8 的 不 等 式 可 得 .同时 ， 
由 那些 不 等 式 也 可 得 ， 如 果 4 二 5， 则 区 间 ] jw, 天 (oO[ 和 1] 
(8) ,fi(B) I 不 相交 ; 因而 这 种 区 间 至 多 只 能 有 可 数 无 限 多 个 是 非 
空 的 ; 换 名 话说 , 广 (z) 姑 有 (x) 的 点 的 集合 至 多 是 可 数 集 . 

定义 7 名 设 f 为 开 区 间 了 上 图 象 为 工 的 册 函 数 ， 所 谓 工 
的 点 1 (Ca) 上 的 率 覆 直线 是 指 任何 通过 寻 ()， 且 位 于 工 之 下 的 
直线 4. 

命题 17-6 开 区 间 上 的 凸 函 数 的 图 象 中 的 任何 一 点 上 至 少 
存在 一 条 承 托 直线 . 

事实 上 , 命题 17-8 的 不 等 式 指出 , 为 使 4 为 了 (a) 上 的 承 托 
直线 ,必须 且 只 需 它 的 斜率 p 清 足 关系 式 ; 

fy@<p<f). 
特别 是 ， 如 果 了 在 6 上 可 导 ，M (ao) 上 仅 有 的 承 托 直线 为 切 


系 17-7 任何 开 区 间 上 的 凸 函 数 为 仿 射 函数 族 的 上 包 络 ， 
事实 上 ， 内需 取 图 条 为 了 的 国 象 的 承 托 直 线 的 仿 射 天 数 全 体 
作为 该 仿 射 函数 族 ， 
这 个 系 是 系 16-6 的 道 命题 ， 


18. 凸 性 准则 


命题 17-! 已 经 提供 了 凸 性 的 一 条 方便 的 准则 下 面 是 另 一 
条 ， 


“了 TI78 。 


命题 18 1 设 了 为 开 区 间 工 上 的 有 限 数 值 函 数 ， 也 为 工 上 的 
至 多 为 可 数 的 子 集 .为 使 是 凸 的 , 必需 是 只 需 了 连续 , 在 工 -一 了 
的 所 有 点 上 有 右 导数 fo, 且 fi 在 了-D 上 递增 . | 

证 明 根据 系 17-4, 我 们 已 经 知道 条 件 是 必要 的 ， 反 之 , 假 
设 它 满足 . 令 w 8, 6 为 了 的 三 个 点 , 且 4 过 5<0; 置 : 

k=supfe(2) 和 ksinf fl%). 

定理 15-4 指出 ， | 

fof Ebb-a) 和 kale—D) Ef) -fb). 

由 于 ki< ks, 故 有 

7 =, = OS SAA = 人 人， 


这 个 关系 式 指出 ， Wo fe MC) MO 之 下 ， 因 此 f 凸 . 

系 18-2 如 果 函 数 f 在 开 区 间 工 的 所 有 点 上 有 二 队 导 数 了 
那 末 它 是 同 的 等 价 于 ”之 0. 

现在 下 面 是 一 条 可 由 局 部 过 渡 到 整体 的 准则 . 

命题 18-3 设 /为 开 区间 工 上 的 有 限 数 信函 数 ， 如 果 任 何 
工 的 点 都 是 其 上 为 西 的 区 间 的 内 点 , 那 末 了 在 工 上 凸 ， 

事实 上 , 局 部 同性 导致 户 在 了 的 所 有 点 上 存在 , 且 局 部 递增 . 
的 任何 区 间 [a, 四 可 以 用 有 限 个 其 上 _f; 递增 的 开 区 间 米 盖 ; 由 
此 立刻 得 到 fi(w) <f4(%); 故 产 在 工 上 递增 . 根据 命题 18-1, / 
因而 是 凸 的 ， 

最 后 , 下 面 是 一 条 仅 只 有 点 历史 意义 的 准则 ， 

命题 18-4 设 了 为 开 区 间 工 上 的 有 限 连 续 数值 函数 (或 者 其 

本 只 要 来 下 半 连 继 ) 

如 果 对 于 任何 4, 5EI, 有 


(9 )< (0) HG))， 
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那 来 函数 了 是 凸 的 ， 

证 明 设 c, 5 在 I 中 , 自 a<b; yd(%) 为 直线 (OU 四 
的 方程 . 如 果 fx) <d(w) 在 [we 中 上 不 成 立 , 风 满足 Jo) >Qtz) 
的 [a, 如 的 点 z 的 集合 o 非 空 , 且 是 开 集 , 因为 (一 中 是 下 半 连 
续 的 . 设 ]a, 8[ 为 w 的 连通 成 分 ; 则 在 ]w，BT 上 有 jf(%) >qgkz)， 
且 对 于 z=a 或 B, 有 f(z) 一 Q(x) 忆 0. 因此 ,我 们 有 


/(258)>a( 8 ) -二 (Ca Ta(6)) > 可 (Ja +1 (8)) 


或 HA(28 )>3 (10 +7(B)), 
与 假设 矛盾 . 
7 训 在 RR 上 的 处 处 不 连续 西数 ， 始 从 满 尼 了 Co ~ 
fw) 十) 这 种 函数 符合 陈述 18-4 的 不 等 式 ， 然 而 不 
是 凸 的 ,因为 否则 它 必须 连续 


19. 向 量 空间 的 子 集 上 的 凸 函数 


-命题 16-2 的 凸 性 准则 启发 我 们 提出 一 种 便利 的 方法 ,用 来 定 
义 一 个 定义 在 体 RR 上 的 向 量 空间 妞 的 子 集 他 上 的 数值 函数 的 凸 
性 . | 
定义 19-1 设 f 为 定义 在 (R 上 ) 的 向 量 空间 如 的 子 集 上 的 
有 限 数值 函数 . 
我 们 说 是 目的， 是 指 位 于 了 的 图 象 之 上 的 向 量 空间 如 XR 
的 点 的 集合 4x(.P) 是 凸 集 ， 
*) 这 种 函数 也 是 61 页 上 所 弄 炒 的 例子 . 其 作法 如 下 : 首先 把 RR 看 作 Q@ 上 的 向 看 空 


间 ，{?a} CR 为 这 一 向 景 空间 的 代数 基 ( 它 的 存在 需要 选择 公理 ， 参 看 第 七 章 习 题 
68°). 则 每 -一 2ER 村 叭 -一 表示 为 5 一 也 por7m 其 中 paz€ 驴 ， 且 只 有 有 限 个 不 为 零 、 


令 f(z) 一 之 par- 则 了 满足 /二 办 一 f(z) 十 f Wy)， 县 由 于 它 只 取 有 理 值 ， 不 可 能 连 
续 。 一 一 译 者 注 
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命题 19-2% 为 使 定义 在 向 量 空间 五 的 子 集 互 上 的 有 限 数 值 
函数 了 是 目的 ,必需 且 只 需 防 是 凸 集 , 且 在 工 的 任何 线段 工 上 上 
的 有 限制 是 凸 的 . 

证 明 条 件 是 必要 的 , 因为 如 果 了 是 凸 的 , 集合 4r(.P) 是 凸 
的 , 故 于 作为 4x(7) 在 召 上 上 的 射影 也 是 凸 的 ， 另 一 方面 ,对 于 
任何 直线 段 了 C 玉 ， 集 合 4r( 是 4x( 了 ) 与 凸 集 工 x 民 的 交 , 故 
4Ai( 了 ) 是 凸 的. 四 

条 件 是 充分 的 ， 因为 设 PP 和 :是 4x( 了 ) 的 两 个 点 ， 和 a 和 
Ps 是 它们 在 卫 上 的 射影 。 如 果子 在 线段 TTLpxpaj] 上 的 限制 是 
屿 的 , 线段 [PrPaj 就 属于 .41( 有 ), 故 也 属于 Ax( 有 有) 

许多 对 于 单 实 变量 凸 郑 数 建立 的 命题 立刻 款 可 推广 到 这 些 - 
设 凸 函数 上 :特别 是 , 凸 函 数 的 系数 之 0 的 线性 组 会 , 百 函 数 的 极 
上限 , 凸 函 数 的 上 包 络 都 是 凸 函数 ， 

如 果 我 们 限于 定义 在 R" 的 凸 开 集 工 上 的 旧 芳 数 /， 那 末 另 
一 些 性 质 也 可 推广 例如 这 种 了 连续 , 且 在 了 的 图 象 的 任何 后 上 
私 少 存在 一 个 承 托 平面 ， 我 们 不 再 证 明 这 后 两 条 性 质 ， 

命题 19-3 如 果 j 了 是 凸 的 , 集合 {2; 了 (4%) 坊 0} 也 是 凸 的 . 

更 一 般 地 , 如 果 了 是 凸 的 ,而 4 是 凹 的 , 则 满足 je) 二 g(o) 的 
点 二 的 集合 是 西 的 . | 

事实 上 ， 如 果 了 是 凸 的 ， 且 (oj<0 (8)<0, 那 末 也 有 
Je)s0 对 于 任何 zE [e， 5] 成 立 , 故 所 研究 的 集合 是 凸 的 . 

只 需 注 意 到 (yj 一 9) 是 凸 的 ， 第 二 条 陈述 就 由 第 一 条 陈述 推 
得 . 

对 于 集合 {z: 了 (%) 之 g(tw) 上 我们 有 类 似 的 陈述 . 

例 在 R" 中 ,由 王 吕 /@?<1 来 定义 的 椭 球 体 是 是 集 . 

同样 ,满足 王 olz 一 wj sl 的 R* 的 wz 集合 当 o 都 之 0 时 ,是 
由 的。 
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命题 19-4 设 碟 (相应 地 ， 工 ) 是 向 量 空 间 五 〈 相 应 地 ， 厂 ) 
的 凸 子 集 ; f 为 了 上 的 是 函数 ; p 为 了 到 了 的 仿 射 映射 ， 

那 末 fop 是 互 上 的 凸 范 数 . 

这 是 下 列 关系 式 的 直接 推论 : 

pti ora) 一 odD (4) 十 oap(2a) 当 oil 十 os 一 1 

例 如 果 了 是 了 土 的 凸 函数 ， 直 (wz， 纺 一 Az 一切 所 定义 的 
了 “> 上 的 函数 是 凸 的 , 因为 映射 (z, ) 一 x 一 y 是 线性 的 ， 

正 齐 次 凸 函数 ”定义 得 折 设 了 为 定义 在 (R 上 的 ) 向 量 空 
闻 避 的 子 集 卫 上 的 数值 函数 . 我 们 说 是 正 齐 次 的 ,是 指 卫 是 
顶点 为 0 的 锥 , 且 (az) 一 和 了 (wm) 对 于 任何 zE 革 和 任何 和 >>0 成 
立 . i 
“命题 19-6 设 为 定义 在 向 量 空间 召 的 同 锥 写 上 的 正 齐 
次 有 限 数 值 函数 . 

+T ”为 使 是 凸 函 数 ， 必 需 且 只 需 对 于 任何 刀 和 zaE 瑟 ， 有 
f ot) 0) Toa). 

32” 此 外 , 当 />>0 在 下 上 成 立时 ,为 使 了 是 凸 的 ， 必需 且 只 需 
满足 f(w) 心 1 的 于 的 点 z 的 集合 是 是 集 . 

证 明 二 如 果 了 是 凸 的 , 则 对 于 任何 ,zs 及, 有 

3) 
一 oa) +f (v9). 

反之 ， 如 果 Ja 二 ta) 所 fa) 十 (ws) 对 于 任何 如 , us EE 于 成 
立 , 则 对 于 任何 a1,，as>>0,， 有 : 

f oti ors) Food) 上 (aas) 一 ad oa) toof (xa). 
因 邮 了 是 频 的 . - 

2° 令 B 为 子 的 满足 f(x) sl 的 集合 . 

如 果 了 是 凸 的 , 命题 19-3 指出 , B 是 西 的 ， 反 之 , 假设 之 0, 
»。 182 。 


冯 是 凸 的 : 
如 果 ,zsE 于， 且 ki>f (81), ka>f (3), 则 有 
Artax EB 和 kalws €B. 
因此 ， 由 于 B 是 凸 的 , 这 两 个 点 的 系数 分 别 规定 为 hh，kz 的 重心 
(ki 十 ka) (wi 十 wa) 也 属于 B， 从 而 有 : 
了 (ca 十 zs) ki 十 kz 当 ki>f (1), ka>f (%3), 
因为 每 个 可 以 取 f(wi) 的 任意 邻近 的 点 , 由 此 导 得 ， 


fmt a) < fv +f (rs). 
从 而 了 是 凸 的 . 


例 ”对 于 任何 纯 量 o>>0, 函数 
CHAEASEA EA 

在 R" 上 是 正 齐 次 的 既然 当 a 之 1 时 , 函数 1x," 的 每 一 个 都 是 
古 的 , 故 f° 是 加 的 ,集合 {fz，f (zm) 委 甘 也 是 凸 的 ， 因 此 了 也 是 扬 
的 . 

二 次 可 导 的 凸 备 数 ” 设 了 为 定义 在 民 " 的 开 凸 集 下 上 的 数值 
函数 .假设 有 二 阶 连续 偏 导 数 . 

对 于 任何 seE 玉 和 aER", 映射 pg，t 二 >f(at+te) 是 定义 在 民 
的 含 0 的 开 区 间 上 的 函数 , 且 在 0 上 有 二 阶 导数 为 : 


wp“(0) -了 mu BoE (0). 


既然 也 的 凸 性 等 价 于 它 在 了 的 线段 上 的 限制 的 凸 性 ,于 是 也 
就 是 等 价 于 函数 p 的 凸 性 ， 这 点 也 可 表达 为 ( 系 18-2) "对 于 任何 
ww a 有 关系 式 pg”(0) 之 0; 因此 我 们 可 以 陈述 : 

命题 19-? ”为 使 定义 在 民 " 的 开 是 集 子 上 的 有 二 阶 连 续 偏 
导数 的 数值 函数 了 是 凸 的 ,必须 且 只 须 对 于 任何 4€ 子 ,二 次 形式 


2 mB 2 了 WP>0. 


了 T 3 。 


7 1" 必须 很 好 地 注意 到 ， 关 系 式 8/ax?>>0 对 十 了 的 
凸 性 是 完全 不 够 的 例如 函数 (zs+3xg 七 209) 在 Ra 的 任 

何 开 凸 集 上 都 不 是 凸 的 . 

2" 如 果 上 定义 在 民 " 的 非 凸 的 开 集 世上 ， 且 符合 命题 19-7 
的 条 件 ， 那 末 它 在 及 的 任何 开 凸 集 上 是 凸 的 , 但 一 般 不 能 延 拓 为 
在 包含 卫 的 凸 集 上 的 凸 函数 . 

例如 ,可 以 验证 ,如 果 及 是 如 下 定义 的 Ra 的 开 集 ， 

X={(%, 幼 ，0<4z 生 

函数 (y 一 2”)?+w 在 卫 的 任何 邻 域内 是 上 同 的 ， 但 不 能 延 拓 为 Ra、 
中 的 凸 函数 . 


20. 单调 函数 的 相对 平均 值 


分 析 , 甚至 是 初等 分 析 , 都 利用 各 种 平均 值 , 诸如 算术 、 凡 何 、 
平方 .调和 平均 值 等 ， 我 们 即将 在 这 里 推广 这 些 初等 概念 , 并 阐明 
与 它们 有 关 的 基于 凸 性 的 一 些 不 等 式 . 

为 了 简化 语言 , 我 们 将 在 这 里 称 任何 有 限 族 = (ww， cier 为 
集合 妃 上 的 离散 测度 ， 这 里 wE 加 ,om 为 >0 的 数 ， 我 们 说 被 
召 的 子 集 和 所 支撑 , 是 指 卫 包含 所 有 点 邮 ， 

1 一 (oa，m)ter 的 总 质量 是 数 il= 卫 w， 如 果 w 表 示 台 到 
男 一 个 集合 卫 的 映射 ， 网 一 (oau， Wr) ter 被 五 所 支撑 ， 我 们 称 上 
的 测度 PC = (ou 9 (2 )rer 为 凡 通 过 wm 的 象 ， 显然 有 jp(o)] 一 
jl 

如 果 五 是 向 量 空间 , 那 末 的 重心 为 如 的 点 1-Zauo 我 
们 将 记 它 为 .hi(A); 对 于 任何 纯 量 上 >0， 测 度 b= (kow, wi) ier 
有 与 同样 的 重心 ; 特别 是 , 对 于 &= ju- 测度 .ku 有 总 质量 为 
1, 这 有 时 是 很 方便 的 . 

重心 .Ai(p) 属于 任何 支撑 几 的 凸 集 ; 特别 是 如 果 如 = 民 ， 我 
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们 总 有 ; 
in{t (ya) EA) IupUrn). | 
定义 01 设 f 为 民 的 区 间 4 上 的 严格 单调 的 连续 数值 肖 
数 ; 又 设 一 (on, wo)ier 为 4 上 的 离散 测度 ， 且 以 /71 表示 了 的 道 
函数 . | 
我 们 称 数 广 !(- 如 (Ja))) 为 相对 于 了 的 平均 值 , 即 满足 
(Bf OB fs) 


的 数 ga, 我们 将 记 这 个 数 4 为 Ar (1); 
.这 个 数 g 的 存在 由 .AMi(f(1)) Ef 了 (4) 可 得 ! 它 的 唯一 性 则 

由 了 是 双 射 可 得 ,， 

显然 , .Ar E 4， 且 更 确切 地 有 

inf (%) < A (0) snp (ms) . 

以 后 , 我 们 也 可 注意 到 .Wy 一 .Moya 对 于 任 柯 mB6ER, aw0 
成 立 . . | 
例 ” 1” 如 果 取 了 为 R 到 民 的 恒 等 映 射 n>zx, 我 们 有 

MW) = M0) 

我 们 把 这 个 平均 值 称 为 算术 平均 值 ， 因 为 在 所 有 都 相等 的 情 
形 , 我 们 恰好 有 : 


AD -ao 
其 中 “是 了 的 基数 . 


更 一 般 地 , 我 们 以 XN, 表示 相对 于 数值 函数 x>w2* 的 平均 值 ， 
这 里 六 当 >0 时 定义 在 Ri 上 , 当 7<0 时 定义 在 Ri 上 . 例如， 
.HN.1 将 是 调和 平均 值 ，.4s 将 是 平方 平均 值 . 

2”" 为 了 在 稍 后 较 方便 起 见 ，.4e 将 表示 相对 于 定义 在 Ri+ 上 
前 函数 2>Log % 的 平均 值 ， 当 所 有 u 都 等 于 工时 , 关系 式 

n Log a= > Log w= Log (Tlz). 
指出 ， -No (4) = (Hz 即 2 的 几何 平均 值 ， 因 而 我 们 也 将 称 
。186 。 


-is 为 几何 六 均值 ， 

平均 值 的 比较 “对 于 任何 4 上 的 严格 单调 连续 函数 J， 
为 4 上 的 离散 测度 集 的 数值 函数 。 我 们 将 寻求 在 怎样 的 条 件 下 

M1=—.M,, H 或 更 一 般 地 js. 

引 理 20-2 设 了 为 民 的 区 间 4 上 的 数值 三 函数 . 对 于 任何 

4 上 的 测度 w， 有 
JAD) ESAS )， 

等 式 仅 当 上 在 支撑 几 的 最 小 区 间 上 是 仿 射 函 数 时 成 立 . 

证 明 如 果 MW = (0%, Vi) sel 设 G 为 测度 (ou, (Co ) wer 的 重 
心 ,其 中 履 (ws) 表示 了 的 图 象 中 横 坐 标 为 wm 的 点 . 

G 的 坐标 心 y 为 

z= Mp1) 和 y=AMi(f (1)). 

由 于 了 是 凸 的 ,集合 4(f) 也 是 凸 的 , 从 而 包含 重心 G; 换 句 话说 ， 
G 在 f 的 图 象 之 上 , 即 f(z)<y 而 这 无 非 就 是 所 求 的 不 等 式 . 

如 果 j 在 区 间 [inf (wi), sup(m)] 上 仿 射 ,G 显然 在 的 图 人 象 
上 , 故 f(w) 一 y， 如 果 不 是 , 记 inf(wi) 为 zi, 记 sup(wi) 为 wa; 对 
于 任何 zxE]zu oa[，M(o) 严格 在 之 上 ， 这 特别 是 对 测度 v= 
(ou， M (i) ) i412 的 重心 成 立 ; 我 们 也 置 2 一 (au os) ) sp1,3. . 

重心 的 一 条 熟知 的 性 质 指出 , G 属于 连结 w 和 wv” 的 重心 的 
线段 ， 由 于 两 者 都 在 工 之 上 ， 其 中 之 一 还 严格 在 荆 之 上 , 故 GG 也 
严格 在 卫 之 上 ; 换 句 话说 , f(x) <y. 

例 如果 了 严格 凸 ,对 于 任何 不 被 单独 一 个 点 支撑 的 ,有 

FL <AM CF 0)). 

系 20-8 设 f 为 R 的 区 间 4 上 的 严格 递增 的 连续 数值 函 

数 ; 我 们 有 
CAIEADOCF HH); CHEAM) (fF MM). 

当 了 递减 时 , 交换 “ 凸 > 和 “四 ”两 个 词 , 我 们 有 类 似 的 准则 ， 
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在 这 些 不 同 的 情形 (了 凸 或 凹 ) 中 , 仅 当 二 在 支撑 所 的 区 间 上 
仿 射 时 , 才 有 .Ai(0) 一 My(1). 
证明 假设 了 递增 ， 如果 了 凸 , 引 理 20-2 指出 ; 
.| FEMI EMT 1)), 
故 Ai EF MSI) = MN) 
反之 ,如 果 .Ai 专 Ay, 这 就 是 说 
JAD) EA FO)) 对 于 任何 久 成 立 . 
特别 ,对 于 任何 形 为 (@s， s,s, 0m 十 m2 一 1 的 扩 ， 有 : 
f (aur1 + cata) on Ff (21) 十 aa (9), 
即 了 是 凸 的 . 
” ”由 引 理 20-2 可 得 ， 如 果子 四， 则 仅 当 了 在 支撑 几 的 区 间 上 仿 
射 时 ,有 -MiCp) 一 -AD 
”用 同样 方式 可 处 理 了 四 的 情形 . 如 果 了 递减 则 一 了 递增 ,而 
由 于 hi- 由 刚才 建立 的 结果 可 得 所 述 等 价 性 . 
定理 20 .4 设 /, yg 为 在 R 的 区 间 4 上 的 两 个 严格 单调 连续 
醒 数 . 
=- 等 价 于 
f+p, 其 中 a BER, az0. 
2° -So 等 价 于 或 者 9 递增 而 gof 上品 ， 或 者 9 递减 而 
goej 一 种. 
在 这 两 种 情形 , 当 ye 广 : 严格 本 或 站 时 ， 仅 在 由 单独 一 个 点 
支撑 的 场合 才 有 (18) 一 p14). 
. :证 明 1° .关系 式 .1=: An 站 着 对 任何 测度 (o， Te) se1 
满足 瑟 o 一 1， 我 们 有 ; 和 
广 (> of (zi ) _g1(F om gv)). 
如 果 置 h=g°f! 和 y=f oo， 
这 个 关系 式 变 为 ; | 
5 187 ， 


hb cu) 一 也 ohof) (1) = oh (y) 了 
或 者 AM(f 1))= Ms fC)). 
由 计 测 度 fo 可 以 是 1(4) 上 的 任意 测度 , 这 个 关系 式 可 简单 地 
记 为 一 .Aj: 而 系 20-8 指出 , 这 麦 示 瑚 既是 西 的 又 是 目的 , 因 
而 是 仿 射 的 ; 换 句 话说 , 有 : 
(gof ) 0) 一 0 十 B，u 天 0; 
或 者 再 置 -1(y) 一 2， 有 : 
g(%) =af (2)+B. 

2° 现在 研究 不 等 式 .M1<.Mo, 首先 假设 f 和 9 递增， 与 上 
面 平行 的 计算 指出 ， 关 系 式 .Mi<N 等 价 于 AAA 根据 系 
20-3, 这 等 价 于 及 =gef! 是 凸 的 . 

如 果 了 递增 , 而 9 递减 , 由 于 .Ny 一 AM-o, 不 等 式 -<-Ao 可 
说 成 函数 一 gef-+ 的 凸 性 , 也 就 是 go 太 + 的 四 性 ， 

另外 两 种 情形 只 需 注意 到 两 个 范 数 w >g(Cw) 和 wg(- -只 同 
时 是 西 的 或 目的 , 可 由 上 面 的 结果 推 得 .。 

当天 严格 凸 或 四 时 , 系 20-8 指出 , 仅 当 了 Cp) 以 至 被 一 个 音 
独 的 点 支撑 时 ， 才 有 As(J (I)) 一 -A(J (1)); 这 就 得 到 后 一 陈 
壕 。 和 
”实用 准则 20-5 假设 和 9 具有 二 阶 导数 ， 且 产 和 9 处 处 
关 0; 那 末 

MSA/ < /9). 

证 明 ”由 于 把 f 换 为 -或 把 g 换 为 -9 使 待 建立 的 关系 式 
中 涉及 的 所 有 的 量 都 是 不 变 的 ,我 们 可 以 只 考虑 J,g 递增 的 情形 。 

关系 式 Mi<.N 于 是 等 价 于 go 三: 的 占 性 ; 置 . 

Fy)=(gof dy) 和 0 一 Jo); 


、 dF dF dz _ yo 
我 们 有 一 
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尺 的 凸 性 可 说 成 48/@y 对 于 4 递增 , 或 者 因为 了 对 于 = 递增， 也 
可 说 成 9 / 广 递 增 ， 即 Gy 大 一 -97")>0, 或 者 三 1 <9“ /9 
例 置 . - 
fre) =o 和 folo) ~ Log. 
对 于 任何 *， 有 ， 和 
FF GDer+ 在 10, cof[ 上 成立. 
既然 (+ 一 了 vw-! 是 7 的 递增 函数 , 故 : pr 也 是 了 的 递增 函 吉 更 
确切 地 说 , 因为 一 1 于是 了 的 严格 递增 函数 , 族 当 守 <w%， 且 几 
不 被 一 个 点 所 支撑 时 , 有 : 
LN 二 -Ar . 
我 们 在 这 里 可 证 实 *=0 的 情形 并 不 构成 一 个 例外 , 这 也 说 明 
了 所 采用 的 记号 的 合理 性 . 
特别 是 我 们 重新 加 到 经 典 不 等 式 ; 
调和 平均 信 三 几何 平均 值 < 算术 平均 仁平 方 平均 信 
注 准则 20-5 特别 有 意义 ， 因 为 在 所 面临 的 函数 也 的 集合 
中 ， 提 供 同 祥 的 平均 值 的 函数 太 的 类 中 的 每 一 个 是 用 商 .j/ 疡 来 
刻 划 的 . 这 些 商 构成 4 上 的 函数 的 向 量 空间 ， 其 自然 六 表达 了 平 
均值 集合 上 的 序 . 
命题 20 .6 了 ilder 不 等 式 给 定 有 限 数列 a, B,…, 和 之 0 
满足 x+ B+… 十 一 1， 以 及 同样 长 度 的 之 0 的 数 的 有 限 族 列 
(@) se CDbi)ser, “°° (ser. 
那 末 我 们 有 
Se of hE od) (F od...(E 80 _(D 
等 号 仅 当 或 者 这 些 族 之 一 的 全 部 无 家 都 是 办 :或 者 所 和 有 这些 
族 都 成 比例 . 
证 明 各 果 这 些 族 中 之 一 的 所有 元 素 都 为 淮 ， 关 系 式 可 写成 
0=0. 杏 则 我 们 可 以 记 : 
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Darbf. 
(Pa) "(00 2 ” 


-3 高 )( 训 )， 名 


既然 关系 式 AoAi 指出 
4aB6Ta<cad 十 BE 上，… 十 万， 
且 等 式 仅 当 4 一 B=…= 工 时 成 立 ; 关系 式 (2) 的 右 端 因而 不 大 于 


2Z (< Dp + 人 十 … -+h )- 一 wx 十 B 十 … 十 一 也 
且 等 式 仅 当 对 于 任何 多 有 : 


一 一 一 一 = 一。 一 


这 表达 了 族 (@)，(bD，… 等 相互 成 比例 . | 
联 0lder 不 等 式 的 另 一 种 形式 ” 设 + 为 >0 的 数 ， 在 关系 式 
(DD 中 我 们 用 wor” 代替 a, 用 507 代替 …, 其 中 mm 都 .>0 


我 们 得 到 : 
之 《api “ “3) “< (之 Oi ) ™ (之 wibr’s) 4 


经 过 表达 记号 的 变化 后 , 这 个 关系 式 可 写成 ; 
(了 ome hh) ED wiaF) YF wb? DA “°y 


其 中 Pu, Pa, ">0, 
1 1 _1 
且 pi = 
更 简洁 地 ,这 个 关系 式 可 写成 . 


(CD 人) 和 (oo OLE 
特别 重要 的 情形 是 + 二 1 和 只 有 两 个 族 的 情形 . . 
了 61lder 不 等 式 于 是 可 写成 : 
也 oilipi< (Zai 0) 其 中 i/p+1i/g=1. 
更 特殊 的 是 p=g 王 2 的 情形 ， 我 们 可 以 得 到 Pouony “Sohwarz 
不 等 式 ; 
90 vv 


oad < (Towad (ob . 

Minkowski 不 等 式 20-7 这 个 不 等 式 简单 地 表达 了 某 个 
正 齐 次 函数 在 民 " 中 同 , 

给 定数 m，oa，…，wm 之 0 和 数 p 之 1; 我 们 考虑 如 下 定义 的 R" 
上 的 函数 六 

AAD 

函数 了 显然 是 正 齐 次 的 , 且 正 如 命题 19-6 的 例子 中 那样， 它 

是 凸 的 . 于 是 有 (Minkowski) 不 等 式 ; 
PAE UL AoTIAD LE TI 

当 m 都 >0, 且 p>1 时 ,f 严格 凸 (除了 在 起 点 为 0 的 射线 上 
以 外 ), 故 不 等 式 当 族 (wm) 和 (gi) 不 成 比例 时 是 严格 的 

这 个 不 等 式 可 直接 推广 到 w, 9 是 复数 的 情形 . 


VI. 习 题 


说 明 : 较 难 的 习题 都 打上 了 星 号 . 


定义 在 任意 集合 上 的 数值 函数 
*1° 设 (Zi)rer 和 (yy)yel 为 两 个 之 0 的 实数 有 限 族 , 且 满 足 
2 一己 Ys, 
指出 , 存在 这 0 的 实数 有 限 族 (842);,vexz， 满足 : 
对 于 任何 i€ L, Vi 二 2 i 


对 于 任何 j€y， yee 
*3” 把 上 述 结果 推广 到 有 序 空间 F(Z, R) 的 记 0 的 元 素 族 ， 其 中 巴 是 
任意 集合 
定义 在 拓扑 空 间 上 的 数值 血 数 
3* 设 为 定义 在 民 ? 上 的 数值 函数 , 且 对 于 任何 xz, 映射 gy->f(zx, 殷 是 
。 191。 


滋 卉 的 ,对 于 在 何 w 映射 *>f(x, 力 是 递增 的 ， 指 出 , 当 在 菜 … 可 确定 的 意 
义 于 ,> 和 > 二 ce 时, 了 趋 问 于 -个 极限 . 
”4° 设 f 为 定义 在 民 上 的 数值 隐 数 ， 我 们 令 4 为 久 的 满足 ; 

li sup f(%)@ lim sup fz) 


rz 30 FT>q 


的 6 的 点 集 ， 指 出 4 至 多 为 可 数 集 . 

*5” 设 了 为 定义 在 人 上 的 数值 函数 . 指出 使 lm 了 《2) 存 在 但 下 同 于 f(a) 
的 员 的 & 的 点 集 至 多 为 可 笋 集 . 

*6。 设 了 为 定义 在 民 上 的 数值 函数 。 我 们 说 了 在 点 aE 民 有 相对 最 大 
值 ,是 指 存在 4 的 邻 域 使 得 了 Cw) <f(a) 对 于 任何 wET 了 成立， 设 4 为 这 
些 点 a 的 集合 ， 指 出 (4) 至 多 为 可 数 集 . 

7° 设 (fijser 定义 在 距离 空间 石上 的 有 限 数 信函 数 的 一 致 等 度 连 续 
族 和 
0) 指出, 如果 函 数 sup f; 和 inf fs 有限, 则 它们 是 一 致 连续 的 . 


5) 指出 形 为 sap 访 或 inf /其 中 7 为 工 的 任意 子 集 ) 的 有 限 函数 族 
O07) 是 一 致 等 度 连续 的 ， 


尘 连续 数值 函数 
8。 设 f, 9 为 两 个 拓扑 空间 召 到 R 的 下 半 连 续 映 射 ， 指出 ,如果 丰 +9 
连续 , 则 了 和 9g 也 连续 . 
*9。 设 为 区 间 [0 41] 上 的 下 半 连 续 数值 函数 . 
a) 指出 f 为 满足 9<f 的 连续 函数 g 的 上 包 络 . 
b) 指出 /为 连续 函数 递增 列 的 极限 . 
“10” 把 上 述 结果 推广 到 任何 有 可 数 基 的 距离 空 间 上 的 下 尝 连 续 有 限 数 
值 函 数 帮 
118 设 记 为 定义 在 拓扑 空间 刀 上 的 下 半 过 续 数 信函 数 指出 ， 对 于 怠 
的 任何 非 空子 集 4,， 有 : 
am 了 一 ‘supf (2). 
12。 对 于 任何 在 不 可 约 形式 下 的 有 理 数 + 一 p/g(4q>0), 置 : (7) =g; 指 
出 , 了 在 @. 上 下 半 连 续 , 县 在 任何 点 +€ @ 上 , f 的 振幅 为 二， 
“13” 设 也 为 距离 空间 ， 互 为 Rx 吾 的 紧 子 集 ， 对 于 任何 zeER， 置 
&(z)= 横 坐 标 为 的 互 的 点 的 集合 的 直径 ， 指 出 , gCz) 是 上 半 连 续 函 数 ， 
14° 设 了 为 定义 在 拓 耻 空间 召 上 的 数值 函数 .。 指出 其 上 了 的 振幅 > 和 
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的 三 的 点 的 集合 是 闭 集 ,这 里 人 >0.. 
由 此 推 得 , 广 的 连续 点 的 集合 是 可 数 多 个 开 集 的 交 . 
15° 设 为 定义 在 正方 形 C=[0, 1? 中 的 连续 数值 函数 ; 我 们 说 为 按 
段 线性 的 ， 是 指 存 在 C 的 有 限 三 角形 覆盖 ， 使 得 在 每 个 三 角形 上 为 仿 射 函 
数 ， 设 多 为 这 种 函数 构成 的 向 量 空 间 , 并 被 赋 以 一 致 收敛 拓 扑 . 今 a( 记 为 
了 在 Buclide 空间 民 z 中 的 图 象 的 初等 面积 ， 指 出， ac 六 是 上 的 下 半 连 续 
函数 . 


_ Stone-Weiestrass 定理 


16" 利用 递 推 推理 ， 试 指出 ， 存在 实 多 项 式 列 《py， 它 在 区 间 to, 1 
递增 ， 这 个 区 同上 一 数 必 角 于 六? 为 此 , 置 “ : | 


且 指 出 这 样 用 递 推定 义 的 序列 (pn) 有 所 需要 的 性 质 . 

17* 设 瑟 为 肾 空 间 ，(f0, ;一 1 2,…, % 是 钱 B, R) 的 % 个 分 离 思 的 
点 的 元 素 的 族 .指出 一 同 胚 于 R” 的 “个 子 集 

18” 设 41， 9, 43 为 只 > 的 三 个 不 共 线 的 点 . 我 们 以 访 表 示 项 数 2 
]z 一 al， 指出 ,，R? 上 的 任何 连续 数值 函数 是 关于 访 ， f, fs 的 或 关于 这 些 函 
数 的 平方 的 (无 常数 项 ) 多 项 式 列 的 极限 ， 且 该 多 项 式 列 在 R? 的 任何 紧 集 上 
一 致 收 伍 . 


定义 在 区 间 上 的 函数 


19° 设 f 为 R 的 区 间 I=[a, 5] 上 的 连续 有 限 数值 函数 ， 

我 们 说 在 点 zoE 了 上 右 递增 ,是 指 存在 数 > zo， 使 得 对 于 任何 “6 
[zo, 2]， 有 fozo) <fz)、 同 样 可 定义 右 递减 i 

指出 ,如果 f(a} 二 fp) =0. 则 存在 的 点 6 其 上 7 右 递增 ， 以 及 存在 
1 的 点 62， 其 上 站 右 递 碱 (同样 也 可 对 于 左 方 讨论 》， 
“一 钢 ” 设 f 为 区 间 [a, 9] 上 的 可 导 韦 续 数值 函数 ， 利用 经 典 的 Rolle 定 
理 指出 , 即使 疡 不 连续 , f' 仍 取 遍 彤 和 及 将 册 的 所 有 值 ( 指 出 对 于 任何 满足 
及 < 太一 及 的 和 ， 存 在 we [a, 轨 ， 使 得 纺 MM F 和 Mw) MD) 之 一 有 
斜率 和)。， 由 此 推 得 fC[a, 5]) 为 连通 集 ， 

21” 设 /为 开 区 间 Ja, bE 上 的 可 导 连 续 数值 函数 ， 如 果 am fz) 


“地 


存在 且 有 限 , 指出, lim (f(x)) 存在 , f 具有 在 [4, b[ 上 的 连续 延 拓 , 且 在 4 
上 可 导 , 导数 等 于 a. 

32” 没 了 为 区 间 了 = [a, 8] 上 的 连续 数值 函数 ，4 为 了 的 如 下 内 点 # 的 
集合 , 即 存在 y>>z, 使 得 f(y) > 了 (Cz). 指出 ,和 4 是 开 集 , 且 对 于 每 个 组 成 4 的 
相互 间 不 相交 的 区 间 ja, Bf[, 有 f(g) 专 f(B), 且 当 a 二 a 时 等 号 成 立 . 

-23。 设 9 为 TI= [oa 5] 上 的 连续 递增 数值 函数 ,% 为 >0 的 数 . 

设 如 为 1 的 内 点 的 集合 ,， 并 对 该 z, 存在 y>>z, 使 得 gC(y) 一 g(x) Kk(y 一 

z) 利用 上 一 习题 ,指出 B 为 其 长 度 和 志 《(gCb) 一 gC4))/% 的 可 数 个 开 区 间 的 


并 . . - 

24° 设 了 为 区 间 [a, 8] 到 完备 距离 空间 五 的 正规 映射 。 指出 ，f([La， 
b]) 在 互 中 相对 紧 . 

*25° (这 一 习题 要 求 第 七 章 的 知识 ), 设 7 为 R 的 区 间 I 到 (R 上 的) 
拓扑 向 量 空间 如 的 连续 映射 ; 互 为 召 的 定义 为 开 半 空间 族 {x: (32)>ow} 的 
交 所 形成 的 凸 集 , 其 中 4 为 上 的 连续 线性 形式 , % 为 纯 量 . 

假设 存在 ! 的 可 数 子 集 盖 ， 使 得 任何 (I 一 盖 ) 的 点 ws 上 /有 右 导 数 
Ja(z) € XK. 

z) 利用 15-4 指出 , 对 于 任何 w be 了 (5) 一 f(a)€ (5 一 a)X. 

b) 利用 第 七 章 习题 16, 重新 指出 陈述 15-6. 


凸 函 数 


26” 设 (jier 为 R 的 开 区 间 工 上 的 吓 函 数 族 ， 指 出 , 如 果 族 (4) 一 臻 
有 上 界 , 且 存 在 ce I, 使 得 族 (fi《c)) 有 下 界 , 那 末 族 (Jo 在 工 的 任何 紧 区 
间 上 一 致 等 度 连 续 . 

27” 设 户 为 只 的 开 区 闻 7 了 上 的 凸 函数 列 , 它 单 收 敛 于 有 限 函 数 包 利用 
上 一 习题 , 指出 收敛 在 了 的 任何 紧 区 间 上 是 一 致 的 . | 

*28° 把 上 两 习题 推广 到 R? (或 者 更 一 般 的 R") 的 凸 子 集 互 上 . 

29。 设 了 , 9 为 向 量 空间 的 凸 子 集 世上 的 两 个 凸 浮 数 ; 指出 , 如 果 (了 + 
9 在 马上 仿 射 , 那 未 f 和 g 都 仿 射 . 

30° 设 了 为 紧 区 闻 [oa 8] 上 的 凸 函数 , 是 fa(%) 和 户 (2) 有 限 ， 指出 f 
为 有 只 上 的 凸 函 数 在 [a, 8] 上 的 限制 . 

31° 设 了 为 偶 (x, 昌 的 连续 数值 函数 ， 其 中 ac<><b， a<t<B、。 如 果 g 
对 于 任何 是 ?的 向 隙 数 ,证 明 沙 数 : 


a 
fC2)= | go, t) 
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的 上 性. 

32? 设 了 为 R 上 的 旧 函 数 ，9 为 R 上 的 连续 日 区 0 的 函数 ,而 它 在 某 个 
紧 集 外 为 零 

a) 指出 ,函数 P(z) = 人 7Kz 一 DC) dt 在 R 上 是 是 的 . 

5b) 设 由 为 如 下 定义 的 函数 ， 

w=0 3 [tl 和 (的 一 ke 当 [<1; 

其 中 使 由 在 R 上 的 积分 等 于 

指出 , 由 在 R 上 具有 任何 阶 导数 . 

c) 指出 , 是 函数: 


fa =a [flo -yat) ds=a [FCCals—t)) at 


无 限 次 可 导 , 且 当 ea 一 十 ce 时 ,了 在 只 的 任何 紧 区 闻 中 一 致 收敛 于 了 . 
33” 设 为]0，+ ce[ 上 的 递增 止 函数， 指出 , 或 者 = 常数 ,或 者 
lim 7Cz) 一 十 oo， 


34* 设 )/ 为 区 间 [a，+ co[ 上 的 凸 函数 ， 指 出 , 当 z> 十 o 时 7(z)/a 赵 
向 于 有 限 值 或 + ce。 再 指出 ， 当 这 个 极限 <0 时 ,函数 了 在 fw, 十 =[ 上 首 
减 
*35° 设 下 为 区 间 [0, 十-[ 上 的 凸 函数 . 
a) 指出 , 函数 定义 为 
gz) 一 az) 一 对 5(z)》 《 右 切 线 在 原点 的 纵 坐 标 ) 是 递减 的 . 
5) 指出 ， 如 果 lim 9p(z) 是 有 限 数 8， 那 末 w= limf(z)/e 也 有 限 ， 


f(z) 一 Caz 十 B)>0, 上 且 当 z 一 +oo 时 , 它 趋向 于 0. 
36” 把 命题 18-4 如 下 推广 到 半 连 续 浮 数 了 ， 对 于 任何 a 和 8€ 1 存在 
ze ]a, b[, 使 得 M (oz) 在 线段 Ma)MG) 之 下 、 
9" 设 f 为 R 的 开 区 间 工 上 的 严格 递增 (相应 地 , 递减 ) 函数 ， 指 出 ， 为 
使 f 是 凸 的 , 必需 且 只 需 其 道 函 数 广 :是 四 的 (相应 地 , 凸 的 )。 
38” 设 f 为 R 的 区 间 上 的 连续 有 限 数 值 函 数 。 指出， 如 果 对 于 任何 
a&€ 1 存在 包含 站 (a) 并 位 于 了 的 图 象 之 下 的 右 开 区 间 , 则 沙 数 了 是 证 的 ， 
39" 利用 半 平 面 >>0 到 自身 的 射影 变换 (z, 力 一 (2 yz) 的 性 质 ， 
指出 , 如 果 了 对 于 z>0 是 凸 的 , 函数 z> 中 (4z 1) 也 是 凸 的 ,县 反之 亦 然 . 
然后 利用 习题 32, 给 出 男 一 个 证 明 . 
40。 a) 利用 习题 32, 指出 , 如 果 了 和 g 都 在 同一 个 区 间 了 中 非 负 、 点 且 
递增 (或 递减 ) 则 乘积 jg 是 凸 的 . 
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6b》 用 同样 的 方法 ,陈述 fo9 为 凸 的 准则 ， 

. 41° 设 f 为 区 闻 LR 中 的 非 负 函数 ， 如 果 log 在 工 上 凸 ,我 们 将 说 让 
对 数 凸 . 

间 出 ， 如 果 了 对 数 凸 , 则 了 为 凸 的 ， 

指出 , 如 果 了 和 9 都 对 数 凸 , 则 fg 也 对 数 凸 。 

为 此 将 利用 习题 33; 在 下 一 习题 中 也 一 样 , 

*42° 抽出 现 小 对 才 册 的 葬 才 和 也 是 对 煞 抽 有 为 此 ， 注 意 到 下 列 情况 
将 是 方便 的 : 对 于 连续 的 了 , 我 们 有 下 列 对 数 凸 准则 ; 

P( 人 ) < Cao7Co) 

对 于 任何 a 2 成立. 

43。 设 jw, 从 为 有 限 >0 的 数值 函数 , 它 定 义 在 R 的 两 个 开 区 间 工 和 


J 的 乘积 TIxy 上 , 连续, 且 对 于 任何 YE J， jw, 芭 关于 少 对 数 凸 . 
指出 , 如 果 对 于 任何 ze IT， 积分 


9(7) 让 fl, as 
收敛 , 则 g 对 数 凸 可 利用 习题 43. ， 
445 置 - 人 
To 一 | ce 


利用 习题 43 指出 , 对 于 任何 >>0， 这 个 积分 有 限 ， 且 函 数 和 在]0， oo[ 上 对 
数目 .， 。、 

指出， 对 于 任何 整数 有 Tn Dn 

45s* 设 并 为 开 区 间 la, L 上 的 非 负 媚 函数 集合 

&) 指出 , 所 可 由 关系 | 

i F349 是 指 GE” 

来 建立 序 . 

5 我 们 说 的 为 站 是 指 任何 关系 : oa EA 导致 g~ 
对 其 中 入 € [0; 14g, En 

一 指 记 > 党 的 伐 有 的 凡 元 案 为 4 和 b 上 为 零 、 在 两 个 区 辣 La, ej, Le, 8] 
(其 中 全 ]ay 0 由 二 仿 射 的 函数 的 迹 ， 或 者 在 ]， of 上 伪 射 在 4 或 了 5 上 为 零 
前 函数 的 迹 : 

区 利用 习题 82; 指出 ， 三 以 序 < 的 是 格 . 

*46。 指出, 对 于 任何 不 同 于 R2 的 单 连 适 开 集 QCRR2 存在 定义 在 口上 
物 篷 续 数值 函数 它 在 马 中 局 部 召 ， 但 不 能 延 拓 为 在 任何 严格 包含 0 的 开 
集 9' 上 的 同一 类 型 的 函数 . 从 
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平均 值 和 不 等 式 
4 指出 , 辕 长 为 2p 的 三 角形 当 三 边 wm be 相等 时 面积 最 大 (利用 关 


系 式 - 如 <- 抽 凡 及 面积 的 作为 p, (pa), (pb), (p 一 9) 的 函数 的 表达 式 ) 


48” 指 出 , 给 定 面 积 的 直方 块 体积 当 它 为 立方 体 时 最 大 ， 
49” 设 .92,…:， mm 为 之 0 的 数 ; 4 为 它们 的 几何 平均 值 ， 指 出 ， 
《1 二 (1+tg2) (1 二 +an) > (i 十 0)", 


等 式 仅 当 所 有 a 都 相等 时 成 立 , 


的 . 


50* 设 为 0， oo[ 上 的 离散 测度 ， 指出 , 函数 ?>《 如 (1))" 是 对 数码 


51” 设 g 为 R 的 开 区 间 工 上 的 连续 数值 函数 , aEI.。 
a) 指出 , 存在 ]0，co[ 上 的 (唯一 的 ) 严 格 递增 范 数 而, 满足: 
0 一 905 Ba)=0; Wa)=1. 


5b) 如 果 几 表示 工 上 的 任意 离散 测度 , 团 


L(g)=B Mp 10)). 
指出 函数 工 在 向 量 空间 YI，R) 中 是 对 数 凸 的 . 


”53"” 对 于 任何 je [0, 切 ，R) 和 任何 p>0, 置 


N97) -人 (人 Fo C2) 


a) -指出 ,如 果 2 > 了 则 内 ,为 [0,1] R) 上 的 西 函 数 。 

现在 我 们 假设 给 定 , 且 >0. 

5》 指出, 函数 p> Np( 了 ) 递增 , 且 无 限 次 可 导 , 

co) 指出，(N op( 及)? 是 p 的 对 数 西 函数 . 

4》 指出 ,入 p( 用) 为 zt 的 对 数 西 施 数 (利用 习题 39). 

53° 利用 习题 名 的 记号 , 指出 , 当 p49 一 1 时 ,我 们 有 不 等 式 .，. 
NSISENAPDNAD. ” 


”54 我们 以 g, 由 … 表 示 50， =[ 上 的 严格 递增 连续 函数 ， 且 对 于 和 颖 何 
了 EL[0, 1], R), f 之 0, 用 关系 式 


pA ))= | pf CE)) dy 


定义 入 (7)， 指 出 ,， (Ap 所 -Ap) 等 价 于 中 "9 的 凸 性 . 


_55” 设 9p 为 区 间 [0, 9] 的 严格 递增 连续 函数 ， 且 p(0)==0; 又 设 由 为 p 


的 道 函 数 ， 


指出 ， 对 于 任何 2) y 满足 TE L0， aj, TE Lo， pa)], 有 : 
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mc p(t) x+ wv) &, 
不 等 式 仅 当 yp(z) 时 成 立 . 
56" 用 同样 的 记号 , 以 名 和 守 分 别 表 示 在 0 点 为 零 的 和 和 币 的 诛 函 数 . 


于 是 设 户 9 为 两 个 在 [0, 11] 上 连续 、 分 别 在 [0, 4] 和 [0， p00] 上 到 
值 的 函数 ， 指 出 ， 


few separ <f oe) nt f wey 


VIT， 第 六 章 的 法 汉 术 语 对 照 和 索引 中 


A(Cf) (ensemble associé & la fonction numériaue f) 


和 4( 有 (与 数值 函数 了 相 联系 的 集合 ) 3-3 
Borne supérieure(resp. inférieure) dune fonction， 
函数 的 上 《相应 地 , 下 ) 确 界 2-1 
Discontinuité de premiére espéce | | 
第 - ~ 类 不 连续 性 13-1 
Droite d’appui 
承 托 直线 . 17-5 
Enveloppe supérieure (resp. inférieure)d’une famille de fonctions .. 
通 数 族 的 上 (相应 地 ,下 ) 包 络 。 3-1 
Famille uniformément majorke(resp. Ininorke, bornée) 
一 致 有 上 界 (相应 地 , 有 下 界 , 有 界 ) 族 3-3 


Fonetion convexe(resp. strictement convexe, concave) 


凸 《相应 地 ,严格 凸 , 上 四) 函数 16-1; 16-3; 16-4; 19-1 


Fonction log convyexe 


对 数 凸 函数 习题 37 
Fonction én escalier | | 

阶梯 函数 13- 
Fonction numérique . 

数值 函数 1 


Fonction positivement homogene 
正 齐 次 函数 19-5 
(1) 表 中 的 数字 表示 节 和 段 ,或 者 某 一 习题 的 序号 。 
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Fonction réglée : 正规 机 数 13-3 
déodésique 测 地 线 | 11-7 
Inégalités de Holder, Minkowski, Cauchy-Sehwarz -Helder, Minkowski, 


Cauchy-Schwarz 不 等 式 本 30-6 和 20-7 
Lim ite supérieure (resp. inférieure)y 
上 (相应 地 , 下 ) 极 限 4 
Majorke (fonction) 有 上 失 (《 函 数 ) 一 2-2 
Moy enne relative a une fonction monotone 
关于 单调 函数 的 平均 什 _ 20-1 
Dascillation d’une fonction sur un ensemble 站 
函数 在 集合 上 的 振幅 2-1 
Oscillation d’une fonction en nn point 
”函数 在 点 上 的 振幅 村 
Paramétrape intringéque dane eourbe 四 
曲线 的 内 在 参数 化 11-6 
Réticeulée 格 ~ 12-1 
Théorémes des aceroissements finis 
有 限 增 量 定 理 15-3 和 15-5 
Semi-continuit6 supérieure Cresp. inférieure) 


上 (相应 地 , 下 ) 半 连续 性 和 
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1X. 定义 和 公理 


工 包 络 ， 所 谓 集合 刀 上 的 数值 函数 族 (pyc 的 上 包 络 是 指 
省 数 ; 
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/=eph 
它 定义 为 : f(2).~=sup 六 cz) 对 于 任何 %E 加 成 立 .， 


上 极限 . 设 /为 集合 召 上 的 数值 函数 ， 家 为 玉 上 的 滤 子 基 . 
所谓 了 沿 绍 的 上 权限 是 指 了 (多 ) 的 上 确 界 (其 中 了 GG) 一 
门 有 司 ); 记 它 为 lim sup 


.. 下 半 连 续 性 .定义 在 拓扑 空间 斩 上 的 数值 函数 f 称 为 在 点 
% 上 下 半 连 续 ， 是 指 对 于 任何 二 f(a)， 存 在 % 的 邻 域 站, 使 得 
和 < 0O7)， 
。。 单 变量 凸 函数 ， 设 为 定义 在 民 的 区 间 工 上 的 有 限 数 值 函 
数 ， 我 们 说 了 为 西 的 , 是 指 对 于 任何 ,wa ET, 满足 zE [wi, x3] 
-的 任何 了 的 图 象 上 的 点 M (Co) 在 线段 用 (wi) 六 (ws) 之 下 . 
向 量 空间 子 集 上 的 凸 函 数 ， 设 了 为 定义 在 (R 上 的 ) 向 量 空间 
五 的 子 集 上 的 有 限 数值 丽 数 . | 
我 们 说 了 是 凸 的 ， 是 指 位 于 了 的 图 象 之 上 的 向 量 空间 至 xR 
的 点 集 是 凸 的 . 
正 齐 次 函数 ， 设 7 为 定义 在 (R 上 的 ) 向 量 空间 刀 的 子 集 瑟 
上 的 数值 孙 数 .我 们 说 了 是 正 卉 次 的 ,是 指 卫 是 顶点 为 0 的 锥 , 且 
f (Wz) 一 入 f(w) 对 于 任何 <E 互 和 任何 >0 成 立 . 
” 单调 函数 的 相对 平均 值 ， 设 为 尺 的 区 间 4 上 的 严格 单调 
连续 数值 函数 ; H= (0 mser 为 4 上 的 正 离散 测度 , 
所 谓 凡 相对 于 下 的 平均 值 ,是 指 满足 
(Ff(0) -DH "7 人 
的 数 c. 
“ 记 这 个 数 4 为 Milp). 
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